Ein viskoplastisches Materialmodell mit
nichtquadratischer Fließfunktion: Ein viskoplastisches Materialmodell mitnichtquadratischer Fließfunktion by Panhans, Sonja





Von der Fakultät für Maschinenbau der  











von Dipl.-Ing. Sonja Panhans 
geboren am 26. Februar 1948 in Aue 
 
eingereicht am 11. Juli 2005 
 
Gutachter: 
Prof. Dr.-Ing. Reiner Kreißig 
Prof. Dr.-Ing. Volker Ulbricht 
Prof. Dr.-Ing. Konrad Wegener 
 





Ein viskoplastisches Materialmodell mit nichtquadratischer Fließfunktion 
 
 
Dissertation an der Fakultät für Maschinenbau der Technischen Universität Chemnitz, 














Für die Beschreibung der formativen Verfestigung wird das viskoplastische Materialmo-
dell nach CHABOCHE/ROUSSELIER durch eine nichtquadratische Fließfunktion erweitert. 
Diese wird durch die Verallgemeinerung der Gleichung der PASCALschen Schnecke auf 
den Raum der effektiven Deviatorspannungen erhalten. Der Nachweis der thermodynami-
schen Konsistenz des modifizierten Materialmodells wird erbracht. Die Modellierung der 
Ausrichtung der Fließfläche beim Wechsel der Belastungsrichtung oder einer fortgesetzten 
inelastischen Beanspruchung erfolgt auf der Basis experimenteller Beobachtungen. Wie 
die durchgeführten Berechnungsbeispiele belegen, können mit dem erweiterten Material-
modell Experimente zur stationären zyklischen Beanspruchung, insbesondere auch die 
formativen Veränderungen der Fließfläche bei proportionalen und nichtproportionalen 
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Bei der numerischen Simulation der Beanspruchung von Konstruktionen oder der Analyse 
von Umformverfahren sind die erzielten Resultate um so zuverlässiger, je genauer und 
vollständiger die zum Einsatz kommenden Materialmodelle das in Experimenten beobach-
tete Werkstoffverhalten wiedergeben.  
 
In den vergangenen Jahren wurde auf dem Gebiet des inelastischen Materialverhaltens 
metallischer Werkstoffe eine intensive Forschung betrieben. So liegen beispielsweise 
umfangreiche experimentelle Ergebnisse zur Entwicklung der Fließfläche bei zyklischer 
plastischer Wechselbeanspruchung für die Baustähle S355J2G3 und S235JRG2 vor [10]. 
Einen Schwerpunkt bildet dabei das Phänomen der formativen Verfestigung. Das Ziel der 
vorliegenden Arbeit besteht deshalb darin, ein bewährtes Materialmodell so zu modifizie-
ren, dass zusätzlich die formative Verfestigung beschrieben werden kann. 
 
Die Basis für die weiteren Betrachtungen bildet das Materialmodell von CHABOCHE/ 
ROUSSELIER ([7], [8]). Indem die Fließfunktion nach VON MISES durch eine solche, die sich 
aus der Verallgemeinerung der Gleichung einer PASCALschen Schnecke ergibt, erweitert 
wird, gelingt es, wesentliche, mit der formativen Verfestigung verbundene Effekte zu 
erfassen. Erfolgt die Konzentration auf den Fall der Grenzkonvexität, ist gegenüber dem 
ursprünglichen Modell trotz der notwendigen Einführung einer tensorwertigen inneren 
Variablen nur ein zusätzlicher Materialparameter erforderlich. Im Zusammenhang mit der 
Sicherung der thermodynamischen Zulässigkeit des modifizierten Modells werden Ent-
wicklungsgleichungen für die inneren Variablen erhalten, die eine verbesserte Simulation 
des Materialverhaltens erlauben. 
 
Nach der Darlegung des Kenntnisstandes und der Ableitung der Aufgabenstellung im 
Kapitel 2 werden im Kapitel 3 verschiedene Fließfunktionen eingeführt und das für die 
Modifikation benutzte klassische CHABOCHE-Modell vorgestellt. 
 
Das Kapitel 4 enthält zunächst die Beschreibung der Eigenschaften der PASCALschen 
Schnecke als ebene Kurve vierter Ordnung. Des Weiteren erfolgen ihre sinngemäße An-
wendung auf den Raum der Deviatorspannungen und die Verwendung als Fließfunktion im 
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Rahmen des CHABOCHE-Modells. Dabei sind die Aussagen zur Konvexität der PASCAL-
schen Schnecke in einfacher Weise auf den Spannungsraum übertragbar. 
 
Der Nachweis der thermodynamischen Konsistenz erfolgt im Kapitel 5 für das neue Mo-
dell in analoger Weise wie für das CHABOCHE-Modell (s. [37]). Ausgehend von einem 
Ansatz für das Dissipationspotenzial und der verallgemeinerten Normalenregel wird ge-
zeigt, dass die Dissipation der CLAUSIUS-DUHEM-Ungleichung genügt. Es schließen sich 
Untersuchungen zur inelastischen Deformationsgeschwindigkeit und zur thermodynamisch 
zulässigen Umorientierung der Fließfläche im Spannungsraum beim Wechsel der Belas-
tungsrichtung an. Dieses Verhalten steht im Einklang mit experimentellen Befunden. Im 
Zusammenhang mit der Umorientierung ergeben sich eine Rückspannungsänderung und 
eine neue Lage des Fließkörpers im Spannungsraum. Für den Fall, dass die assoziierte 
Fließregel auch im neuen Modell zur Anwendung kommt, werden die Grenzen dieser 
Lageveränderung  näher untersucht.  
 
Im Kapitel 6 werden die konstitutiven Gleichungen des erweiterten Materialmodells, die 
für den Fall der Grenzkonvexität gelten, zusammengefasst. Sinnvoll festgelegte Startwerte 
von ausgewählten inneren Variablen bilden die Grundlage der Simulation des zyklischen 
Verhaltens bis zum Erreichen des Sättigungszustandes Die Integration der Materialglei-
chungen erfolgt mit dem Prädiktor-Korrektor-Verfahren nach HEUN. Einen weiteren 
Schwerpunkt stellt die verbesserte Modellierung des Übergangs von der elastischen zur 
inelastischen Beanspruchung dar. Dazu werden Beispiele für die proportionale und die 
nichtproportionale Beanspruchung angegeben.  
 
Die VON MISESsche Theorie (geschwindigkeitsunabhängige Plastizität) wird im Kapitel 7 
erweitert. Zu den Ergebnissen gehört auch jene Fließfunktion, die im Kapitel 4 aus der 









Kenntnisstand und Aufgabenstellung 
 
Bei der numerischen Simulation von Strukturen und Prozessen spielt die Modellierung des 
mechanischen Werkstoffverhaltens eine wichtige Rolle. So hängen die Zuverlässigkeit und 
die Qualität der Ergebnisse davon ab, wie gut das tatsächliche Materialverhalten von dem 
verwendeten Materialmodell beschrieben wird. Dabei werden auf der Basis der phänome-
nologischen Betrachtungsweise in der Regel induktiv hergeleitete Materialmodelle erfolg-
reich eingesetzt. Der Formulierung phänomenologischer Modelle liegen experimentell 
nachgewiesene Effekte zugrunde, wobei die mikrophysikalischen Ursachen des Material-
verhaltens im Allgemeinen außer Betracht gelassen werden. 
 
Diese Effekte werden vorwiegend bei monotoner oder zyklischer sowie ein- oder mehrach-
siger Beanspruchung spezieller Probekörper beobachtet. Entsprechende experimentelle 
Ergebnisse derartiger Untersuchungen metallischer Werkstoffe wurden in der Vergangen-
heit vielfach dokumentiert, z.B. [16], [21], [22], [24], [25], [26], [28], [45], [48], [53], [61], 
[62], [63], [64]. Es stellte sich heraus, dass für diese Werkstoffe die Grundeigenschaften 
Elastizität, Plastizität und Viskosität immer gleichzeitig beobachtet werden, wobei die 
Viskosität allerdings lediglich bei größeren Deformationsgeschwindigkeiten und/oder 
höheren Temperaturen signifikant ist. In diesem Fall ist die Viskosität nur mit der Plastizi-
tät gekoppelt (elastisch-viskoplastisches Materialverhalten). 
 
Bei monotoner Zugbeanspruchung reagieren metallische Werkstoffe unterhalb der Propor-
tionalitätsgrenze weitestgehend linearelastisch. Wird die Beanspruchung über diese auch 
als Fließspannung bezeichnete Grenze hinaus erhöht, entwickelt sich ein nichtlinearer 
Zusammenhang zwischen Spannung und Verzerrung, das Material verhält sich inelastisch. 
Es beginnt zu fließen, wobei bleibende Verzerrungen entstehen. Die damit verbundene 
Spannungsvergrößerung wird Verfestigung genannt. Bei manchen Werkstoffen (z.B. Bau-
stahl S355J2G3 und S235JRG2 gemäß DIN EN10 025 (1994), für welche nachfolgend die 
veralteten aber geläufigen Bezeichnungen St37 und St52 benutzt werden) tritt sie jedoch 
erst nach einem indifferenten Bereich auf, in dem es zur inelastischen Verzerrungszunah-
me ohne Spannungserhöhung kommt. Dieser Bereich wird als Lüdersdehnung bezeichnet. 
Rheonome Effekte bei inelastischer Beanspruchung sind die Abhängigkeit des Spannungs-
Verzerrungs-Verlaufes von der Verzerrungsgeschwindigkeit sowie das Kriechen und die 
Spannungsrelaxation. Zur Klärung der Frage nach dem Spannungszustand bei Fließbeginn 
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unter mehrachsiger Beanspruchung ist es erforderlich, spezielle Proben, z.B. dünnwandige 
zylindrische Hohlproben oder sogenannte Kreuzproben, zu untersuchen ([5], [9], [10], 
[13], [35], [36], [45], [47], [50], [51]). Hier ist ein homogener mehrachsiger Spannungszu-
stand innerhalb eines ausreichend großen Messbereiches realisierbar.  
 
Werden metallische Werkstoffe einer zyklischen Beanspruchung ausgesetzt, lassen sich 
weitere Effekte beobachten ([10], [14], [29], [45], [50], [54]). Dazu zählt u.a. der BAU-
SCHINGER-Effekt [3]. Er liegt vor, wenn sich der Betrag der Fließspannung bei einer vo-
rangegangenen plastischen Verformung und anschließender Belastungsumkehr verkleinert. 
Der beim erneuten Fließbeginn vorliegende Spannungszustand wird demzufolge durch 
eine vorherige inelastische Beanspruchung beeinflusst.  
 
Diejenigen Spannungszustände, welche den elastischen Bereich begrenzen, bilden im 
sechsdimensionalen Spannungsraum eine Hyperfläche, die sogenannte Fließfläche. Die 
Spannungspunkte auf der Fließfläche und alle inneren Spannungspunkte stellen den Fließ-
körper dar. Eine Fließfläche, die zur Erstbeanspruchung eines Werkstoffes gehört, heißt 
Anfangs- oder Initialfließfläche. Die Lage und die Form der Fließfläche verändern sich 
infolge einer inelastischen Beanspruchung. Es entstehen sogenannte Folgefließ- oder Ver-
festigungsflächen. Obwohl bei einer Darstellung im zweidimensionalen Spannungsraum 
die Fließfläche als ebene Kurve abgebildet wird, soll im Weiteren, wie in der Literatur 
zumeist üblich, der Begriff Fließfläche auch für diesen Fall beibehalten werden. 
 
Die Existenz einer Fließfläche im Spannungsraum, die auf dem  Ergebnis experimenteller 
Untersuchungen metallischer Werkstoffe basiert ([10], [13], [14], [29], [47], [54], [60], 
[61], [62]), stellt eine fundamentale Annnahme der Plastizitätstheorie dar. Voraussetzun-
gen für die weiteren Betrachtungen, welche aus den ausgewerteten Experimenten resultie-
ren, sind folgende:  
 
• Beschränkung auf isotherme Vorgänge 
 
• Die auftretenden Deformationen sind klein (geometrisch lineare Theorie). 
 
• Im elastischen Bereich liegt isotropes Materialverhalten vor. 
 
• Das Fließen erfolgt unabhängig vom hydrostatischen Spannungsanteil.  
 
• Es liegt stabiles Werkstoffverhalten vor. Das bedeutet, die Arbeit der Zusatzlasten an 
den Zusatzverzerrungen darf bei einem Belastungszyklus für jedes materielle Teilchen 
nicht negativ werden. ([12], vgl. [31]). 
 
Mit Materialmodellen, die diesen Einschränkungen unterliegen, ist es möglich, sowohl 
geschwindigkeitsunabhängiges elastisch-plastisches als auch geschwindigkeitsabhängiges 
elastisch-viskoplastisches Werkstoffverhalten zu beschreiben. Diese Modelle umfassen die 
im Weiteren aufgeführten Bestandteile: 
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• Unter Voraussetzung der geometrisch linearen Theorie lassen sich die Verzerrung ijε  
und die Verzerrungsgeschwindigkeit ijε&  additiv in einen elastischen und einen plasti-
schen bzw. inelastischen Anteil zerlegen. Bei den vereinheitlichten Modellen, zu denen 
auch die Überspannungsmodelle zählen, bilden die plastischen und die viskosen Antei-
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• Für isotherme Vorgänge entspricht das elastische Teildeformationsgesetz dem soge-
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 die Koordinaten des Nachgiebigkeitstensors (inverser Elastizitäts-
tensor).  
 
• Die skalarwertige Fließfunktion  
 
( )( )yij h,FF ⋅⋅⋅= σ  
 
hängt vom Spannungstensor ijσ (bei einer Formulierung im Verzerrungsraum vom 
Verzerrungstensor ijε ) sowie von skalar- und tensorwertigen inneren Variablen ( )yh ⋅⋅⋅  
( y = 1,···, N ) ab. Mit F = 0 wird die Fließfläche beschrieben (Der Fall F = 0 heißt 
auch Fließbedingung). 
 
Im Weiteren wird eine Vergleichsspannung eingeführt, die dem Konzept der Bildung 
von Vσ  analog der VON MISESschen Theorie entspricht (vgl. [31]). Dazu wird die 
Fließbedingung in die Form 
 




        (2.3) 
 
gebracht, wobei im quadratischen Fall F  und F gleich sind. Dann gilt für die Ver-
gleichsspannung 
 
                                                 
1)
  K  bezeichnet die isotrope Verfestigung (K ≥ 0). k entspricht der Anfangsfließspannung σ F0 ([20], [7], [8]). 
In der älteren Literatur wird unter k die  Schubfließgrenze verstanden (vgl. [31]).  
(2.1) 
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FV =σ        (2.4) 
 
Die Ausbildung inelastischer Verzerrungen (plastische und viskose Anteile) ist bei 
viskoplastischen Werkstoffen an die Überschreitung der Fließbedingung, also an  
 
( ) ( )( ) ( ) 0,...,,~ 22 >+−=
⋅⋅⋅⋅⋅⋅
kKhhFF Nijσ         (2.5) 
 
gebunden. Damit resultiert aus (2.5) in Analogie zur Vergleichsspannung Vσ  entspre-
chend (2.4) die Überspannung 
 
( )kKFex +−=σ        (2.6) 
 
welche die Überschreitung der Fließfläche kennzeichnet. Zu den beiden Materialmo-
dellen gehören für die unterschiedlichen Beanspruchungsarten folgende Bedingungen: 
 
elastische Beanspruchung:   
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plastisches Fließen bei Verfestigung:  
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⋅⋅⋅
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• Mit der Fließregel wird der plastische bzw. inelastische Anteil der Verzerrungsge-
schwindigkeit festgelegt. Bei der im Weiteren verwendeten Normalenregel, die dem 
DRUCKERschen Stabilitätspostulat genügt, steht der Bildvektor der Verzerrungsge-
                                                 
2)









 elastische Beanspruchung vor. 
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schwindigkeit plklε&  bzw. 
in
klε&  im betrachteten Spannungspunkt klσ  senkrecht auf der 






Einführung von Proportionalitätsfaktoren lassen sich die Verzerrungsgeschwindigkei-
ten quantitativ festlegen. Diese Faktoren λ&  (geschwindigkeitsunabhängige Plastizität) 
und ( )exp σ&  bei viskoplastischem Verhalten hängen vom augenblicklichen Zustand ab. 
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Ein wesentlicher Unterschied zwischen der klassischen Plastizität und der Viskoplasti-
zität besteht darin, dass der plastische Multiplikator λ&  durch eine Materialfunktion 
( )exp σ&  (s. auch Abschn. 3) ersetzt wird. In der Viskoplastizität fehlt die Konsistenzbe-
dingung, die eine Elimination von λ&  ermöglicht (s. z.B. [31]). 
 
• Mit den inneren Variablen ( )kh
⋅⋅⋅
 wird der Einfluss der Belastungsgeschichte auf das 
inelastische Verhalten der Werkstoffe erfasst. Die zeitlichen Änderungen der inneren 
Variablen  werden durch Entwicklungsgleichungen der Form  
 
 
( ) ( ) ( ) ( )( )λσ && Nijyy h,,h,qh ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅= 1  
 
( ) ( ) ( ) ( )( )ph,,h,qh Nijyy && ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅= 1σ  
 
 
beschrieben, wobei  die  ( )yq
⋅⋅⋅
 Funktionen des augenblicklichen Zustandes sind und die 
gleiche Tensorstufe wie die entsprechenden inneren Variablen besitzen. Dabei sichern 
die Multiplikatoren λ&  und p& , dass sich die inneren Variablen nur beim Auftreten ine-
lastischer Verzerrungen ändern. 
 
Innerhalb dieses allgemeinen Rahmens sind die einzelnen Materialmodelle durch unter-
schiedliche Fließfunktionen und Entwicklungsgleichungen gekennzeichnet. Da die bisheri-
gen Experimente auf reduzierte Spannungs- und Verzerrungszustände, z.B. in Rohr- und 
Kreuzproben, beschränkt sind, können bei der Simulation räumlicher Probleme nicht quan-
tifizierbare Fehler auftreten. Abweichungen gegenüber einem möglichen isotropen Aus-
gangszustand sind aber auch bereits bei den Folgefließflächen im reduzierten Zustand und 
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Die in der Literatur veröffentlichten Experimente an Rohrproben (Zug/Druck sowie Torsi-
on), auf die sich das im Weiteren entwickelte Modell bezieht, lassen sich durch folgende 
Eigenschaften in der σ  - τ  - Ebene charakterisieren. 
  
• Die Anfangsfließfläche ist zu beiden Achsen symmetrisch und besitzt die Form einer 
Ellipse (Bild 2.1 a). 
 
• Bei der erstmaligen, einachsigen (oder auch zweiachsigen proportionalen) und inelasti-
schen Beanspruchung verschieben sich die Folgefließflächen in die Beanspruchungs-
richtung und sind nur noch zu dieser symmetrisch (Bilder 2.1 b, 2.2 sowie 2.1.d bei 
Skalierung der τ-Achse mit √3). 
 
• Die Ausdehnung der Folgefließflächen verkleinert sich in Beanspruchungsrichtung, 
während ihre Krümmung wächst (Bilder 2.1 b und 2.2). 
 
• Entgegengesetzt zur Beanspruchungsrichtung nimmt die Krümmung der Fließfläche ab 
(Bilder 2.1 b und 2.2). 
 
• Bei komplizierten Beanspruchungswegen besitzen die Folgefließflächen keine Sym-
metrieeigenschaften (Bild 2.1c). 
 
• Zur zyklischen Beanspruchung gehören bei Sättigung in den Lastumkehrpunkten stabi-
lisierte Fließflächen, die am Koordinatenursprung gespiegelt sind (Bild 2.2).   
 
Durch die inelastische Beanspruchung können sich folglich die Abmessungen, die Lage 
und die Form der Fließflächen verändern. Dieser Vorgang wird auch als Fließflächenver-
festigung bezeichnet. Prinzipiell treten drei unterschiedliche Verfestigungseigenschaften 
auf: 
 
• Isotrope Verfestigung: Die Fließfläche verändert sich geometrisch ähnlich. 
 
• Kinematische Verfestigung: Die Fließfläche verschiebt sich translatorisch im Span-
nungsraum  unter Beibehaltung ihrer Ausgangsform. 
 
• Formative Verfestigung: Die Fließfläche dreht sich und/oder verliert ihre Ausgangs-
form. 
 
Im Rahmen eines Materialmodells wird die Verfestigung mit den Entwicklungsgleichun-
gen für die inneren Variablen ( )kh
⋅⋅⋅
, die bei kinematischer und formativer Verfestigung auch 
als Verfestigungs- oder Strukturtensoren bezeichnet werden, beschrieben. Für die formati-
ve Verfestigung liegen im Gegensatz zur isotropen und kinematischen Verfestigung noch 
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Bild 2.1: Fließflächen bei Raumtemperatur für Al-1100 nach PHILLIPS/TANG [47] 
 
 
Mit Modellen, die Entwicklungsgleichungen für Strukturtensoren 4. und 6. Stufe zur Be-
schreibung der formativen Verfestigung enthalten, ist eine Zunahme der Anzahl der Mate-
rialparameter verbunden ([18], [19], [29], [55], [57], [58], [59]). Die Bestimmung dieser 
Parameter erfordert umfassende experimentelle Untersuchungen. Außerdem können sich 
innere Variable derart entwickeln, dass es zum „Aufplatzen“ der Fließfläche kommt [55]. 
Die Ansätze in [17], [33], [34], [56] und [65] besitzen zu der im Folgenden vorgeschlage-
nen Lösung eine diverse Affinität. In [17] und [65] ist nur die reine Anpassung von be-
rechneten und experimentell ermittelten Fließflächen dargestellt. Dagegen wird in [33], 
[34] und [56] ein Materialmodell mit Entwicklungsgleichungen für die inneren Variablen 
beschreiben, welches mit einer erheblichen Anzahl von Materialparametern verbunden ist. 
 
   a. Ausgangszustand 
   b. Fließfläche für den Lastpfad A 
   c. Fließfläche für den Lastpfad A-B-C    d. Fließfläche für den Lastpfad C 
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Alle im Materialmodell enthaltenen Parameter werden so festgelegt, dass sich die experi-
mentellen Ergebnisse bestmöglich wiedergeben lassen. Die damit vorliegende inverse 
Aufgabe der Parameterbestimmung wird auf ein nichtlineares Optimierungsproblem zu-
rückgeführt. In der zu minimierenden Zielfunktion werden die Messwerte mit parameter-
abhängigen, numerisch berechneten Werten verglichen. Schwierigkeiten sind besonders 
dann zu erwarten, wenn die Materialparameter miteinander korrelieren. Die Anzahl der 





Bild 2.2: Sättigungsfließflächen für Baustahl St52, gemessen nach zyklischer Beanspru-
chung in den beiden Lastumkehrpunkten nach DANNEMEYER/PEIL/REININGHAUS    
[54] 
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Davon ausgehend besteht das Ziel dieser Arbeit darin, ein viskoplastisches Materialmodell 
für zyklische Beanspruchung zu entwickeln, das eine möglichst einfache Einbeziehung der 
formativen Verfestigung erlaubt. Als Ausgangspunkt dient das CHABOCHE-Modell ([7], 
[8]), welches durch eine nichtquadratische Fließfunktion erweitert wird. Diese Fließfunkti-










Materialmodell vom Überspannungstyp 
nach CHABOCHE/ROUSSELIER 
 
3.1 Die Fließfunktion 
 
In einem Materialmodell der Plastizität oder Viskoplastizität spielt die Fließfunktion eine 
zentrale Rolle. Bei ihrer analytischen Formulierung sind die im Kapitel 2 getroffenen 
Annahmen zu berücksichtigen.  
 
• So ist das DRUCKERsche Stabilitätskriterium der Plastizität 
    
( ) 0≥plijij dd εσ  
 
     und 
 ( ) ( ) 0* ≥− plijijij dεσσ  
 
bei dem ijσ  der Fließbedingung genügt und 
*
ijσ auch im elastischen Bereich liegen darf, 
für ein Materialmodell mit assoziierter Fließregel immer erfüllt, wenn die Fließfläche  
geschlossen und konvex ist (vgl. [4], [31]).  Funktionen von Flächen im Spannungs- 
oder Deviatorraum, die diese beiden Eigenschaften besitzen, sind daher prinzipiell als 
Fließbedingung (Fließfunktion) geeignet. 
 
• Bei isotropem Materialverhalten ist die Fließfunktion von den drei Hauptinvarianten 
des Spannungstensors  I1, I2, I3 und einer skalarwertigen inneren Variablen abhängig. 
 
( )( )1321 h,I,I,IFF II =                (3.1)  
       
• Aus Experimenten ist bekannt, dass das Fließen bei plastisch inkompressiblen Werk-
stoffen vom hydrostatischen Spannungsanteil nicht  beeinflusst wird. Damit lassen sich 
die Invarianten des Spannungstensors in (3.1) durch jene des Spannungsdeviators 
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 ijkkijijs δσσ 3
1
−=                 (3.2)   
 
ersetzen, wobei J1 = 0 gilt  
 
( )( )132 h,J,JFF JJ =                 (3.3) 
 
Wird die dritte Invariante des Spannungsdeviators vernachlässigt, entsteht die Fließbedin-
gung nach VON MISES [39] 
 




 ijij ssJ 2
1
2 −=   
 
die unter Einführung eines isotropen Tensors vierter Stufe ijklI  [31] auch in der Form 
 
 02 =−≡ kssIF klijijklM                                    (3.5) 
 
dargestellt werden kann. Die Fließbedingung (3.5) führt in der −τσ , Ebene auf eine Ellip-
se in Normalform (Achsenverhältnis 3=FF τσ ) und in der −21 σσ , Hauptspannungs-
ebene auf eine Ellipse, deren große Achse gegenüber der −1σ Achse um 45° gedreht ist 
(Achsenverhältnis 3 ). Im Weiteren wird die Fließfunktion (3.5) in Kombination mit 
verschiedenen Verfestigungsarten angegeben. 
 
Isotrope Verfestigung (vgl. [43]): 
 
( ) 02 =+−≡ kKssIF klijijkl                (3.6) 
 
 mit einer Entwicklungsgleichung für K 
 
Kinematische Verfestigung (vgl. [49]): 
 ( )( ) 02 =−−−≡ kssIF klklijijijkl αα              (3.7) 
  
 mit einer Entwicklungsgleichung für ijα  
 
Formative Verfestigung (vgl.[40]) 
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 02 =−≡ ksshF klijijkl                (3.8) 
  
 mit einer Entwicklungsgleichung für ijklh  
 
Kombination aller Verfestigungsarten (vgl. [2]): 
 
( )( ) ( ) 02 =+−−−≡ KksshF klklijijijkl αα              (3.9) 
 
 mit Entwicklungsgleichungen für ijijkl ,h α  und K 
 
Die dargestellten Ansätze für die Fließfunktion sind Sonderfälle des polynomialen Ansat-
zes (vgl. [15]) 
 
0=++++≡ Lmnklijijklmnklijijklijij ssshsshshhF           (3.10) 
 
 
3.2 Das CHABOCHE -Modell 
 
Die spätere Einbeziehung  einer nichtquadratischen Fließfunktion erfolgt im Rahmen des 
viskoplastischen Materialmodells vom Überspannungstyp nach CHABOCHE/ROUSSELIER 
([7], [8]). Es basiert auf einem Ansatz von PERZYNA [46]. Mit diesem Modell kann sowohl 
die isotrope als auch die kinematische Verfestigung beschrieben werden. Mehrere kom-
merzielle FEM-Software-Anbieter ([38], [41]) stellen Programme zur Verfügung, die 
dieses Materialmodell enthalten. Im Weiteren erfolgt eine zusammenfassende Darstellung 
der Grundgleichungen dieses Modells. 
 
Wie bei der klassischen Formulierung des Materialmodells und den im Rahmen dieser 
Arbeit zum Vergleich herangezogenen experimentellen Untersuchungen [10] werden 
isotherme Vorgänge sowie kleine Verzerrungen betrachtet. Die 
Gesamtverzerrungsgeschwindigkeit wird additiv in einen elastischen und einen 





jiji εεε &&& +=               (3.11) 
 





ij E σε &&
1−
=               (3.12) 
 
Die Grenze des elastischen Bereiches wird durch die Fließbedingung (vgl. Abschn. 3.1) 







klM                                                                        (3.13) 
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lk ss α−=               (3.14) 
 
die effektiven Deviatorspannungen dar, während skl die Deviatorspannungen (vgl.3.2), αkl  
die Rückspannungen, k die zyklische Anfangsfließspannung und K die isotrope Verfesti-
gung bezeichnen. Beim Überspannungskonzept der Viskoplastizität treten inelastische 






>+−= kKss fe lk
fe
lkxMeσ             (3.15) 
 















σε &&               (3.16) 
 








σ =&                          (3.17) 
 
von der Überspannung abhängt. Die Materialparameter D und n kennzeichnen das viskose 
Modellverhalten. In Verbindung mit der Überspannung wird die inelastische Verzerrungs-
geschwindigkeit (3.16) von diesen Parametern beeinflusst. Definitionsgemäß ist die eckige 
Klammer dann gleich null, wenn 
  
0≤exMσ                (3.18) 
 
gilt. Für die isotrope und die kinematische Verfestigung, letztere wird durch die Rückspan-
nungen verursacht, stehen unter Einbeziehung der Materialparameter ( )mQb αγ,,  und ( )mCα  
die folgenden Entwicklungsgleichungen zur Verfügung 
 
( ) ( )xMepKQbK σ&& −=              (3.19) 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )xMemjimni jimmji pC σαγεα αα &&& −= 3
2
            (3.20) 
 
Die Beziehungen (3.20) sind vom ARMSTRONG-FREDERICK-Typ [1], wobei die gesamte 
kinematische Verfestigung durch eine vorgegebene Anzahl von w Summanden beschrie-
ben werden kann.  
 










αα                (3.21) 
 
Wie die Messung der Fließflächen des Baustahls St52 (Bild 3.1) im Übergangsbereich von 
der Erstbelastung bis zum zyklisch stabilen Zustand (transienter Bereich) bei Zug/Druck 
ergab, sind die isotrope und die kinematische Verfestigung bereits bei kleinen inelastischen 
Verzerrungen mit einer ausgeprägten formativen Verfestigung verbunden. Lediglich der 
jungfräuliche Zustand, dessen Ermittlung mit einer erheblichen Streuung der Messwerte 
verbunden ist, verhält sich näherungsweise isotrop. Zyklische Beanspruchungen bis zu 
einer Dehnung von εB = 5,23 mm/m =ˆ  0,523%  bei Zug liegen im LÜDERSbereich. Deshalb 
wird die Anfangsfließspannung nicht überschritten. Erst eine Dehnung εB = 0,763% führt 
zum Verlassen des LÜDERSbereiches und damit zu einer geringfügigen Verfestigung. Ein 
weiterer im Bild 3.1 nicht enthaltener Effekt ist die Umorientierung der Fließfläche, wel-
che nach einer Entlastung und der Wiederbelastung unter Änderung der Belastungsrich-
tung auftritt (vgl. Bild 2.2). 
 
 
Bild 3.1: Initialfließfläche (Kurve ohne Markierungspunkte) und Fließflächenentwicklung 
am oberen Umkehrpunkt während der ersten Zyklen einer Zug-Druck-
Wechselbeanspruchung von Baustahl St52 bei drei unterschiedlichen Beanspru-
chungsintensitäten ε
 B [10] 
 
 
Mit dem klassischen CHABOCHE-Modell lassen sich formative Verfestigungseffekte nicht 
beschreiben. Dazu ist es im Rahmen eines polynomialen Ansatzes der Fließfunktion 
(vgl.(3.10)) erforderlich, Materialtensoren vierter oder sogar 6-ter Stufe einzuführen ([18], 
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[19], [29], [54], [55], [57], [58], [59]). Während bei der Beschränkung auf Materialtenso-
ren vierter Stufe (quadratische Fließfunktion) gegenüber der VON MISESschen Theorie 
lediglich Drehungen und/oder andere Achsenverhältnisse des Fließhyperellipsoids möglich 
sind, entstehen im kubischen Fall (Einbeziehung des Materialtensors 6-ter Stufe) kompli-
ziertere Fließflächen. Hier sind deutlich mehr Materialparameter erforderlich. Außerdem 
ist es schwierig,  geschlossene Fließflächen zu gewährleisten.  
 
Zur Beschreibung formativer Verfestigungseffekte wird im Weiteren eine einfachere Mo-

































Das modifizierte CHABOCHE-Modell mit 
einer Fließfunktion auf der Grundlage der
   
Gleichung
 
der PASCALschen Schnecke 
 
4.1 Die PASCALsche Schnecke 
 
Die PASCALsche Schnecke (Bild 4.1) gehört zu den Kurven 4. Ordnung [6]. Ihre Gleichung 
lautet 
 




















Bild 4.1:  PASCALsche Schnecke  mit  l = 2a  und  l = a 
 














                (4.2) 
 
Sie ist für al 2≥  konvex, wobei ihre beiden Scheitel (Kurvenpunkte, in denen die Krüm-
mung ein Maximum oder ein Minimum besitzt [6]) auf der Symmetrieachse liegen.  
 
Bei Rotation der Kurve um die x-Achse, die in diesem Fall die Symmetrieachse darstellt, 
entsteht ein Körper. Für eine konvexe PASCALsche Schnecke ist dieser Rotationskörper 
ebenfalls konvex und besitzt zwei Scheitelpunkte, die denen der rotierenden Kurve ent-
sprechen. Im Weiteren wird mit dem Scheitel stets derjenige Punkt des Rotationskörpers 
bezeichnet, in dem die Krümmung maximal ist. 
 
Weist die Symmetrieachse der PASCALschen Schnecke in eine beliebige Richtung des 
dreidimensionalen Raumes (x1 , x2 , x3), lautet die Gleichung des bei Drehung um diese 
Achse entstehenden Rotationskörpers 
 
( ) ( ) 3,2,122 ==− ixxlxaxx iiiiii               (4.3) 
 
Er ist für  
 
iiaal 2≥                  (4.4) 
 
 konvex . 
 
Durch den Vektor [ai], der mit der Achse des Rotationskörpers (gleichzeitig Symmetrie-
achse der rotierenden Kurve) zusammenfällt, sind die Orientierung des Rotationskörpers 
im Raum und das Ausmaß seiner Abweichung von der Kugelform festgelegt. Die maxima-




4.2 Erweiterung des CHABOCHE-Modells 
 
Im Folgenden wird eine gegenüber STREILEIN [55] einfachere Erweiterung des CHABOCHE-
Modells zur Berücksichtigung der formativen Verfestigung vorgestellt. Wie dem Bild 4.2 
entnommen werden kann, ist es mit einer Fließbedingung, deren Gleichung jener der PAS-
CALschen Schnecke entspricht, möglich, die stabilisierte zyklische Beanspruchung genauer 
als mit der Fließbedingung nach VON MISES zu beschreiben. Vorteile des neuen Modells 
sind die einfache Kontrolle der Konvexität der Fließfläche [30] und die Beschränkung auf 
einen zusätzlichen Materialparameter. 
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Im Weiteren wird das CHABOCHE-Modell  mit einer Fließfunktion, die auf der Gleichung 
der PASCALschen Schnecke beruht, modifiziert. Diese Fließfunktion kann auch aus jener 
nach VON MISES abgeleitet werden (vgl. Abschnitt 7). 
 
Durch sinngemäße Anwendung der Gleichung (4.3) auf den Raum der effektiven Devia-
torspannungen (3.2) und Einführung von inneren Variablen βij lässt sich eine Fließfunktion 
vierten Grades formulieren 
 










ijP +−−= β              (4.5) 
 





















             (a)           (b) 
 
 Bild 4.2: (a) nach zyklischer Zug/Druck-Beanspruchung in den beiden Lastumkehrpunk-
ten gemessene Sättigungsfließflächen (STREILEIN [55])  
                (b) PASCALsche Schnecke  
 
 


















































































σ             (4.6) 
 
erhalten. Der Tensor βij  beschreibt die formative Verfestigung und ändert sich damit nur 
bei einer inelastischen Verzerrung. Er hat deviatorische Eigenschaften und seine Koordina-
ten bestimmen die Ausrichtung der Fließfläche im efijs -Raum. 
 
Unter der Bedingung 
 
( ) ( )exPlklk kKkKP σββ ++<+≤= 22
32             (4.7) 
 
bleibt die Fließfläche konvex (vgl. (4.4)). Bei βkl = 0 geht die Fließfunktion (4.5) in die 
ursprüngliche Form (3.13) nach VON MISES über.  
 
Die für die assoziierte Fließregel ((2.7), vgl. (3.16)) benötigten partiellen Ableitungen der 



































            (4.8) 
 
Gegenüber dem CHABOCHE-Modell sind hier die Beziehungen (3.13) und (3.15), welche 
die Fließfunktion und die Überspannung betreffen, durch (4.5) und (4.6) zu ersetzen.  
Außerdem müssen (3.16) bis (3.20) entsprechend modifiziert werden (σ exP statt σ exM). 
 
Die experimentellen Ergebnisse für die Baustähle St37 und St52 sowie für die Legierung 
AlMg3 belegen, dass bei zyklischer Beanspruchung bereits die Erstbelastung zu einer 
stärkeren Krümmung der Fließfläche in Belastungsrichtung und zu einer Abflachung auf 
der gegenüberliegenden Seite führt [10]. 
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Im Weiteren erfolgt deshalb die Beschränkung auf die Betrachtung der so genannten 
Grenzkonvexität (vgl. (4.7)) mit 
 
kKP +=2                             (4.9) 
 
Damit ändert sich P zusammen mit K. Im allgemeinen Fall 2P < K+k wäre auch eine 
separate Entwicklung von P möglich. 
 
Analog zur Gleichung der PASCALschen Schnecke, deren Scheitel als Vielfaches des Vek-
tors [ai] darstellbar ist, kann die innere Variable klβ  als Produkt  
 
  ( )
ef
klkl cs 0=β                (4.10) 
 
aufgefasst werden, wobei ( )
ef
kls 0  die Scheitelpunktkoordinaten der Fließfläche im Raum der 
effektiven Deviatorspannungen kennzeichnen. Damit ist das Verhältnis der Tensorkoordi-
naten klβ  und ( )efkls 0  zueinander konstant. Die Koordinaten von klβ  können so als innere 
Variable betrachtet werden, die direkt von den Koordinaten ( )
ef
kls 0  abhängen. Die Über-
schiebung der beiden Seiten von (4.10) mit sich selbst ergibt 
 






=ββ               (4.11) 
 
Wird (4.10) mit ( )efkls 0  überschoben, folgt 
 






klkl scss 000 =β               (4.12) 
 
Aus (4.7) resultiert mit (4.11) 
 









=               (4.13)  
 









              (4.14) 
 
erhalten. Wie aus der Beziehung (4.14) hervorgeht, hängt der Faktor c bei einem Über-
spannungsmodell von der Überspannung ab. Für die grenzkonvexe Form der Fließfläche, 
also bei 2P = (K + k), besitzt er an der Grenze des elastischen Bereiches (σ exP = 0) den 
Wert  c = 1/3. 
 




Ein konsequenter Aufbau der Theorie mittels der zweiten Invarianten des aktuellen effek-
tiven Spannungsdeviators ( )( )ef SklsJ 2  gelingt dann, wenn zwischen den Koordinaten der 
aktuellen effektiven Deviatorspannungen ( )
ef
Skls , die zu einer bestimmten Überspannung 




Sklkl cs=β                (4.15) 
 
besteht. Der Ansatz (4.15) ist durch experimentell beobachtete Effekte motiviert, auf die 
im Abschnitt 5.3 eingegangen wird. 
 
Das entwickelte Materialmodell besitzt die Eigenschaft, dass das Gebiet bis zur Beanspru-
chung ( )
ef
Skls , welche mit der Überspannung (4.6) verbunden ist, einen konvexen Bereich 
bildet.         
 
Wird die Beschränkung auf die Grenzkonvexität aufgehoben, lässt sich der formative 
Verfestigungsgrad κ  als Maß für die Krümmung der Fließfläche (vgl. (4.7) und (4.9))  
 
( )kKP += /κ  mit 5,00 ≤≤ κ            (4.16) 
 
einführen. Ob für bestimmte Werkstoffe im Gegensatz zu den o.a. Materialien eine Verän-
derung von κ  bei inelastischer Beanspruchung tatsächlich eintritt, kann nur nach Auswer-
tung entsprechender Experimente entschieden werden. Bei Bedarf besteht die Möglichkeit, 
mittels einer geeigneten Entwicklungsgleichung für κ eine derartige formative Verfesti-










Thermodynamische Betrachtungen,      
Eigenschaften des Materialmodells 
 
5.1 Thermodynamische Konsistenz 
 
In der nachfolgenden Untersuchung wird gezeigt, dass mit dem modifizierten CHABOCHE-
Modell ein Materialverhalten beschrieben wird, welches dem 2. Hauptsatz der Thermo-
dynamik in Form der CLAUSIUS-DUHEM-Ungleichung, hier für isotherme Prozesse [37]  
 
0≥+Ψ− ijijεσρ &&                 (5.1) 
 
genügt. Für die freie Energie Ψ wird der Ansatz 
  




            (5.2) 
 
angenommen (vgl. [37]). In der Beziehung (5.2) verkörpern ρ  die Dichte, Ψel den elasti-
schen Anteil der freien Energie, C α  und CS Materialkenngrößen, ξ [ α ] ij und ξ [S] ij innere 
Variable vom Verzerrungstyp sowie h(p) eine Energiefunktion der Variablen p, die eben-
falls vom Verzerrungstyp ist. Wird (5.2) nach der Zeit t abgeleitet und in (5.1) eingesetzt, 































&&& ρξξρξξρεσ αα            (5.3) 
 
Mit den konjugierten thermodynamischen Variablen (thermodynamischen Kräften) 































= ρ  
 
lässt sich (5.3) in der Form 
 
[ ] ( ) [ ] 00 ≥−−−=Φ pKs ijSijijij
in
ijij &
&&& ξξαεσ α              (5.5) 
 
angeben. Mit dem Ziel der Ableitung von Entwicklungsgleichungen für die inneren Vari-
ablen wird ein Dissipationspotential Ω als Potenzfunktion postuliert (vgl. [37]). 
 
( ) ( )
( ) ( )
[ ] [ ]
( )
( ) ( )
( )















































































































         (5.6) 
 
Es handelt sich hierbei um eine stetige, skalarwertige Funktion der Spannungen und inne-
ren Variablen vom Spannungstyp mit den inneren Variablen vom Verzerrungstyp als Pa-
rameter. Das Dissipationspotential Ω enthält mit D und n weitere Materialkennwerte sowie 
mit γ α (p) und γ S(p) Koeffizienten, welche von der Belastungsgeschichte abhängen. Es ist 
konvex in den Spannungen und den inneren Variablen vom Spannungstyp. In (5.6) wurde 
die Beziehung (4.10) 
 
( ) ( )( )ijijefklkl sccs αβ −== 00                (5.7) 
 
berücksichtigt (vgl. dazu auch (3.14)). Damit setzt sich β ij aus den inneren Variablen α ij 
und sij (0) laut (5.4) zusammen, wobei die sij (0) die Koordinaten des Scheitelpunktes der 
Fließfläche im Raum der Deviatorspannungen kennzeichnen. 
 
Die Anwendung der verallgemeinerten Normalenregel auf (5.6) ergibt die folgenden Ent-
wicklungsgleichungen für die inneren Variablen vom Verzerrungstyp 
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γξ &&  
 






























































Die Dissipationsfunktion (5.3) lautet mit (5.8), der Berücksichtigung der effektiven Devia-
torspannungen (3.14) und der Addition von ( )kkp −&  
 
( ) ( )
( ) ( )






































































           (5.9) 
 
 
(5.3) ist mit (5.9) erfüllt, wenn p&  und der erste Klammerausdruck (vgl. (4.6)) positiv oder 
null und im zweiten Klammerausdruck k, C α , γ α
 
(p), CS und γ S (p) positiv sind. Laut Vor-
aussetzung (vgl.(3.17), (3.18)) wird p&  stets dann gleich null, wenn im ersten Summanden  
der Vorfaktor von p& (entspricht exPσ ) kleiner oder gleich null ist.  
 
Mit dem Ansatz (vgl. [37])  
 
( ) ( )( )bp
b
QQpph −−−= exp1             (5.10) 
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der die Materialkennwerte Q und b enthält, sowie den Beziehungen (5.4) und (5.8) ergeben 
sich die folgenden Entwicklungsgleichungen 
 
( )pKQbK && −=               (5.11) 
 





















ps γ&&             (5.12) 
 












































p αγα αα 003
2
&&
    (5.13) 
 
Für die Koordinaten ( )
ef
ijs 0  des Scheitelpunktes der Fließfläche resultiert aus (5.7) und (4.6) 
die Beziehung  
 
( ) ( ) ( ) ( ) 02




ij kKssc σ            (5.14) 
 
Bei einer inelastischen Zustandsänderung muss gewährleistet sein, dass der Spannungs-
punkt sij (0) weiterhin auf einer um die Überspannung σ exP überschrittenen Fließfläche liegt. 
Diese Forderung wird unter der Bedingung 
 













            (5.15) 
 
erfüllt, welche aus (5.14) durch Ableitung nach der Zeit folgt. Unter Berücksichtigung von 
(5.11) bis (5.13) ergibt sich daraus die Beziehung 
 
 
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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5.2 Ausrichtung der Fließfläche 
 
 
5.3.1. Experimentelle Beobachtungen  
 
Wird im Verlauf der zyklischen Beanspruchung der Sättigungszustand erreicht, gehört in 
jedem weiteren Zyklus zu einem ganz bestimmten Punkt des Beanspruchungspfades immer 
die gleiche Fließfläche. Von Punkt zu Punkt verändert sich die Fließfläche jedoch ständig, 
wobei aber keine isotrope Verfestigung mehr auftritt. Die Verfestigung besteht aus einem 
kinematischen und einem formativen Anteil, die beide das Ausmaß der plastischen Ani-
sotropie charakterisieren. Im Experiment ([10], [54]) wird im Gegensatz zum Fall einer 
quadratischen Fließbedingung in der Belastungsrichtung stets eine stärkere Krümmung der 
Fließfläche beobachtet, während auf der gegenüberliegenden Seite eine Abflachung zu 




























Wenn nach einer Entlastung aus dem inelastischen Zustand die Wiederbelastung zu einer 
Überschreitung der Fließfläche in einem anderen Spannungspunkt führt, erhebt sich die 
Frage, wie schnell es zur Ausbildung der soeben beschriebenen stärkeren Krümmung der 
Fließfläche in der Belastungsrichtung kommt. Im Rahmen des obigen Modells wäre das 
mit der Änderung der Ausrichtung der Fließfläche verbunden. Die Experimente von 
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DANNEMEYER [10], sie betreffen u.a. die Fließflächen in den Lastumkehrpunkten bei zykli-
scher Beanspruchung im Sättigungsbereich, enthalten die Antwort auf die obige Frage. So 
stellt sich insbesondere für eine proportionale Beanspruchung heraus, dass bei Belastungs-
umkehr das Ausbeulen der Fließfläche im aktuellen Spannungspunkt  und die Abflachung 
auf der entgegengesetzten Seite bereits nach einer kleinen inelastischen Verzerrung ausge-
prägt sind (Bild 5.1). 
 
Experimentell wird schon nach einer geringen Überschreitung der ursprünglichen Fließflä-
che, die entstehenden inelastischen Verzerrungen sind damit sehr klein, eine  vollständige 
Neuausrichtung der Fließfläche festgestellt ([10], [54]). Sie ist mit dem Auftreten der 
größten Krümmung der Fließfläche im neuen Spannungspunkt verbunden. In der Realität 
wird dieser Vorgang schnell, aber stetig ablaufen. Eine genauere Bestätigung durch Expe-
rimente liegt jedoch nicht vor. 
 
 
5.2.2 Modellierung der Ausrichtung der Fließfläche 
 
5.2.2.1 Wechsel der Richtung der inelastischen Beanspruchung nach elastischer Entlastung 
 
Für das vorgestellte Materialmodell existieren verschiedene thermodynamisch konsistente 
Varianten der Ausrichtung der Fließfläche. Erfolgt diese langsam und stetig, muss die 
fortgesetzte Dissipation gesichert werden. Das ist beispielsweise der Fall, wenn sich der 
Faktor c (vgl. (4.10) und (4.14)) verkleinert, so dass während der Ausrichtungsphase nicht 
mehr der Fall der Grenzkonvexität vorliegt. Eine Alternative besteht in der Bewegung des 
Ausrichtungspunktes auf der alten Fließfläche in Richtung des neuen Spannungspunktes, 
wobei dieser immer zur sich ausrichtenden Fließfläche gehört. Dieser Vorgang lässt sich 
mit den Entwicklungsgleichungen (5.12) und (5.13) beschreiben. Ihre Interpretation erfolgt 
am Ende dieses Abschnittes. Für die stetige Ausrichtung sind keine Versuchsergebnisse 
verfügbar. Die Modellierung erfolgt deshalb als Sprung. Dieser Fall ist thermodynamisch 
zulässig und erfordert keine weiteren Materialparameter. 
 
Aus rein geometrischer Sicht existieren keine Einschränkungen für die Ausrichtung der 
Fließfläche am Belastungspunkt ( )
ef
Sijs . Im Zusammenhang mit der Fließfunktion sind 
jedoch nur solche Ausrichtungen sinnvoll, die auf eine vertretbare Änderung des elasti-
schen Bereiches führen. Die beiden Systeme der effektiven Deviatorspannungen efijs  und 
ef
ijs , in denen die Beschreibung der Fließflächen (vgl. (4.5)) erfolgt, besitzen nach der 
Ausrichtung der Fließfläche einen unterschiedlichen Ursprung (vgl. Bild 5.3). Bezüglich 
des Raumes der Deviatorspannungen ijs  ergeben sich damit verschiedene Rückspannun-
gen ( )0ijα  und ( )Sijα . Im Bild 5.2 sind die nachfolgend beschriebenen Ausrichtungsvarian-
ten dargestellt. 
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A  Die Ausrichtung erfolgt unter der Bedingung einer minimalen Veränderung 
der Rückspannung. Das ist gewährleistet, wenn die (Rotations-) Achse der 
neuen Fließfläche durch den Ursprung des efijs - Systems verläuft. 
 
B  Die Achse der neuen Fließfläche verläuft durch den Mittelpunkt M des Ach-
senabschnittes zwischen den beiden Scheiteln der ursprünglichen Fließfläche. 
 
C  Die Achse der neuen Fließfläche verläuft durch den Schwerpunkt G des ur-
sprünglichen Fließkörpers (oder durch den Schwerpunkt der ursprünglichen 
Fließfläche). 
 
D  Die Ausrichtung erfolgt derart, dass zu den beiden Fließflächen im Punkt ( )ef Sijs  
die gleiche Fließrichtung und damit die gleiche Normale gehört. 
 






















Bild 5.2: Verschiedene Möglichkeiten der Ausrichtung einer Fließfläche (4.5) am aktuel-
len Spannungspunkt ( ) [ ]S)(=ˆef Sijs  
 
 
Wird der inelastische Bereich, die aktuelle Fließfläche ist dabei um ( )0exPσ  überschritten, 
durch Entlastung im Punkt ( ) [ ])0(ˆ0 =efkls  verlassen, lautet die Fließbedingung unabhängig 
























(S) Fall D 
G    M 
     ____ 
r = O (0) 
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ijij cs 0=β  
 
Erfolgt die erneute Überschreitung dieser Fließfläche bei Wiederbelastung im Spannungs-




Skl ss 0≠ , ist (5.17) mit ( )ef Sklefij ss =  weiterhin erfüllt. Die sofort einsetzende Aus-
richtung der Fließfläche im Punkt ( )
ef
Skls  führt jedoch sowohl zu einer sprunghaften Verän-
derung ( ) ( ) ( )efijefSijijefijij scsccs 00 ==→= ββ  als auch zu einer kinematischen Verschie-
bungen ( )Zijα  (vgl. Bild 5.3). 
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== ββ               (5.19) 
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          (5.20) 
 
Aus der Drehung der Fließfläche im Raum der Deviatorspannungen ijs  resultiert ein neues 
System der effektiven Deviatorspannungen efijs , welches gegenüber dem bisherigen 
ef
ijs - System translatorisch um ( )Zijα  verschoben ist. Bei den bisherigen Betrachtungen 
wurde vorausgesetzt, dass die Überspannung sowohl für die Ent- als auch die Wiederbelas-
tung gleich groß ist (vgl. (4.10), (4.15) und (5.19)). Sollen unterschiedliche Überspannun-
gen berücksichtigt werden, dann erfolgt auf der Grundlage der soeben zitierten Formeln 

































                         (5.21) 
 
In (5.21) sind die Überspannung ( )0exPσ  auf die ursprüngliche und die Überspannung 
( )SexPσ  auf die neue Fließfläche bezogen. 
 







n =                     (5.22) 
 
beschrieben. Dabei hängen die rij von der Wahl der Ausrichtungsart (vgl. die Fälle A – D 
im Bild 5.2) ab. Bestimmen der Punkt ( )ef Sijs  und ein zweiter Punkt ( )ef Rijs  (z.B. Punkt O, G  
oder M gemäß Bild 5.2) des Raumes der effektiven Deviatorspannungen die Orientierung 
der ausgerichteten Fließfläche, ergibt sich rij zu 
 




Sijij ssr −=  
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Unter der Voraussetzung, dass die assoziierte Fließregel gültig ist und damit die ursprüng-
liche und die neue Fließfläche im Punkt )0(S =  die gleiche Normale besitzen (Fall D), 














=               (5.23) 
 
erhalten. Werden die Beziehungen (4.10) und (4.13) sowie 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ijefklefklijefklefij nssnss 0000 ==             (5.24) 
 





=β                (5.25) 
 
Die zusätzliche Rückspannung ( )Zijα , welche mit einer formativen Verfestigung (Drehung 
der Fließfläche) verbunden ist, entspricht geometrisch dem Abstand des Ursprungs O  des 
ef
ijs - Raumes vom Ursprung O des 
ef
ijs - Raumes (vgl. Bild 5.3) 
 
( ) ( ) ( )efijef SijZij ss 0−=α               (5.26) 
          
Wenn ( )efijs 0  durch  (5.21) und (5.25) ausgedrückt wird, entsteht die neue Beziehung 
 










−=              (5.27) 
 
( )efijs 0   lässt sich unter Beachtung der Zusammenhänge zwischen (4.1) und (4.6) sowie unter 
Berücksichtigung der Überspannung ( )SexPσ  wie folgt darstellen. 
 




Mit (5.25) gilt 
 
( ) ( )( ) ijSexPefij nkKPs σ+++= 3
2
0             (5.28) 
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Für die ausgerichtete Fließfläche lautet die Fließfunktion (vgl. (4.5))  
 
























ij ss α−=  
 














+−=              (5.30) 
 





















          (5.31) 
 










=             (5.32) 
 









            (5.33) 
 
Wenn vor und nach der Ausrichtung die Krümmungsverhältnisse gleich sind, gilt 
  
σccc nachvor ==    
 
Mit (5.32) und (5.33) folgt daraus die Gleichheit der Überspannungen. 
 
( ) ( ) ( )SexPnachSexPvorSexP σσσ ==                        (5.34) 
 




Da der Nachweis der thermodynamischen Konsistenz des vorliegenden Modells im Zu-
sammenhang mit der assoziierten Fließregel vorgenommen wurde, soll im Weiteren nur 
eine solche Ausrichtung betrachtet werden, bei welcher die ursprüngliche und die ausge-
richtete Fließfläche im neuen Spannungspunkt die gleiche Normale besitzen (Fall D). Der 
Schnittpunkt der Achsen der neuen und der alten Fließfläche hängt damit nur vom ur-
sprünglichen und aktuellen Spannungspunkt ab. 
 
Zur Berechnung der Koordinaten ijn  des Richtungstensors (5.22) wird die ursprüngliche 

































( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( )






























3 ββχ         (5.36) 
 
Zusammenfassend ist zu unterstreichen, dass die Ausrichtung der Fließfläche zu einer 
Änderung der kinematischen Verschiebung führt und damit der elastische Bereich im 
Spannungs- bzw. Deviatorraum eine neue Lage einnimmt. Wie aus Experimenten zur 
Bestimmung von Fließflächen bekannt ist ([10], [13], [14]), besteht bereits bei kleinen  
inelastischen Verzerrungen eine große Empfindlichkeit bezüglich der obigen Veränderun-
gen. Die beschriebenen Eigenschaften sind experimentell prinzipiell bestätigt. Allerdings 
sind derzeit keine Ergebnisse zum Ausmaß der Lageänderung des elastischen Bereichs im 
Allgemeinen oder zum Einfluss der Richtung der Beanspruchung bekannt. 
 
Zu Beginn dieses Abschnittes wurde bereits darauf verwiesen, dass sich das allmähliche 
Ausrichten der Fließfläche nach einer Entlastung und anschließender Wiederbelastung bei 




Sij ss 0≠  mit den Entwicklungsgleichungen (5.12) und (5.13) beschreiben lässt. Dieser 
Vorgang ist beendet, wenn der Scheitelpunkt der ausgerichteten Fließfläche mit ( )
ef
Sijs  
zusammenfällt. Die Einführung der kinematischen Zusatzverfestigung ( )Zijα  (vgl. Bild 5.3) 
lässt nunmehr eine genauere Interpretation der Entwicklungsgleichung (5.13) zu. Sie ent-
hält zwei Teile, wobei der erste wie üblich mit einer translatorischen Bewegung der Fließ-
fläche im Spannungsraum verbunden ist.  Dagegen entspricht der zweite Teil, es handelt 
sich dabei um die mit ( )
ef
ijs 0  verknüpften Terme von (5.13), der Änderungsgeschwindigkeit 
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der kinematischen Zusatzverfestigung ( )Zijα& . Der Anteil ( )Zijα  führt zusammen mit  




Sij ss 0=  zu einer Ausrichtung und damit Drehung der Fließfläche. 
 
 
5.2.2.2 Kontinuierliche inelastische Beanspruchung 
 
Im Abschnitt 5.2.2.1 wurde die sprunghafte Ausrichtung der Fließfläche nach einer Entlas-




Sij ss 0≠  
dargestellt. Bei der fortgesetzten inelastischen Beanspruchung erfolgt die Ausrichtung 
analog. Sie verläuft jedoch stetig, weil 
 
( ) ( ) ( ) ( )tsts efijef Sij 0=               (5.37) 
 




Sijij cs=β  
 
entsprechend (4.10) ergibt sich  unter Beachtung von (4.6) eine Überspannung 
 
 
( ) ( ) ( ) ( )Kkssc ef Sijef SijexP +−−= 2
31σ             (5.38) 
 
















=ε              (5.39) 
 
Für die Änderungsgeschwindigkeit von klα (vgl. (5.13)) folgt 
 
 ( ) ( )




















cCp αγα αα 13
2
&&
          (5.40) 
 
Wird die Beziehung (5.39) in (5.40) eingesetzt, lautet die Entwicklungsgleichung für α kl  
 
 ( ) ppCc klinklkl &&& αγεα αα −−= )1(3
2
            (5.41) 
 
Sie ist vom ARMSTRONG-FREDERICK-Typ. 
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Da das entwickelte Modell mit einer Ausrichtung (Drehung) der Fließfläche verbunden 
sein kann, bleibt beim Fehlen einer isotropen Verfestigung zwar der Abstand der Span-
nungspunkte sij(S) und α ij(S) konstant, es muss jedoch nicht  ( ) ( )SijSijs α&& =  gelten. 
 
 
5.3 Inelastische Deformationsgeschwindigkeit 
 
 
Die Tensorkoordinaten klβ  wurden in 4.2 als innere Variable interpretiert, die sich nur bei 
einer inelastischen Verzerrung ändern. Wird also nach einer elastischen Entlastung die 




Skl ss 0≠  geringfügig überschritten, muss zu-




klkl cs 0=β  
 
gilt (vgl. (4.10) und (5.7)). 
 
Aus (5.8) resultiert dann 
 
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )













































&ε          (5.42) 
 
Nach der Überschiebung von (5.42) mit sich selbst lässt sich p&  berechnen 
 
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )





















































         (5.43) 
 
Auf der Grundlage der Beziehung (5.43) erfolgt die Analyse, unter welchen Bedingungen 




, maximal wird. Das ist dann 
der Fall, wenn die äußere Klammer im Nenner des Radikanten den Wert null annimmt. 
  
Aus der SCHWARZschen Ungleichung für Tensoren 2. Stufe [11] 
 
mnmnklklijij bbaaba ≤              (5.44) 
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folgt mit  ( )
ef
ijij sa 0=  und ( )
ef
Sijij sb =  
 
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

































            (5.45) 
 
Das Gleichheitszeichen in (5.45) wäre nur für 
 




Skl ==              (5.46) 
 
möglich. Da beide Spannungspunkte laut der obigen Voraussetzung zwar auf der gleichen 
Fließfläche liegen, aber verschieden sind, lassen sich (5.46) und damit die Gleichheit in 
(5.45) nicht realisieren. 
 
Dennoch kann das Maximum von inij
in
ijp εε &&& 3
2
 erreicht werden, wenn auch im neuen 
aktuellen Spannungspunkt ( )
ef
Skls , dieser gehört zu einer kleinen Überspannung exPσ , wel-
che mit der Ausbildung einer bestimmten inelastischen Deformationsgeschwindigkeit 




Sklkl sc=β                (5.47) 
 
gilt. Entsprechend (5.47) ändern sich die inneren Variablen klkl ββ →  derart 
( ( ) ( )ef Sklklefklkl sccs =→= ββ 0 ), dass eine Ausrichtung der Fließfläche im aktuellen Span-
nungspunkt bezüglich des Raumes der effektiven Deviatorspannungen ( )
ef
Skls erfolgt 
( ( ) ( )efklef Sklkl scsc 0==β ). Diese Ausrichtung ist mit einer gleichzeitigen Änderung der Rück-
spannung klα  gekoppelt (vgl. Abschnitt 5.2.2.1 und Bild 5.3). Folglich wird bei einer 








Führt der Ausrichtungsprozess zu einem Spannungspunkt ( )
ef
Sijs , der schließlich mit dem 
Scheitel der Fließfläche zusammenfällt ( ( ) ( )efijef Sij ss 0= ), resultiert daraus gemäß (5.8) bzw. 
(5.39) die inelastische Verzerrungsgeschwindigkeit  
 
( )












=ε              (5.48)  
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Werden die beiden Seiten von (5.48) mit sich selbst überschoben, ergibt sich das Maxi-





klp εε &&& 3
2
=                           (5.49) 
 
Laut (5.49) kann der Proportionalitätsfaktor p&  des erweiterten Modells im Moment der 
Ausrichtung aus der inelastischen Verzerrungsgeschwindigkeit ermittelt werden. Die erhal-
tene Berechnungsvorschrift ist gleich derjenigen für die Vergleichsverzerrungsgeschwin- 
digkeit vMε&  der VON MISESschen Theorie. 
 
Im Abschnitt 5.2.2.1 wurde bei der Ausrichtung der Fließfläche von einer konstanten 
Überspannung exPσ  und damit  auch einem konstanten Proportionalitätsfaktors p&  ausge-
gangen.. Aus (5.43) und (5.45) folgt für die noch nicht ausgerichtete Fließfläche 
 
( ) ( )
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während im Moment der Ausrichtung (5.49) gilt. Bei gleichbleibender Überspannung und 
damit konstantem p&  ist die Ausrichtung demzufolge mit einer Verringerung der inelasti-
schen Vergleichsdeformationsgeschwindigkeit verbunden.  
 
Weil im vorgestellten Modell die Ausrichtung der Fließfläche als Sprung modelliert wurde, 
ergibt sich daraus scheinbar auch ein Sprung im Verlauf der inelastischen Vergleichsde-
formationsgeschwindigkeit. Der unmittelbare Zusammenhang zwischen Deformationsge-
schwindigkeit und Überspannung (3.16) bis (3.18) führt jedoch dazu, dass bei beginnender 
inelastischer Wiederbeanspruchung nicht nur diese beiden Größen, sondern auch die durch 
die Ausrichtung der Fließfläche bedingte Unstetigkeit in der Vergleichsdeformationsge-
schwindigkeit unendlich klein ist. 
 
 
5.4 Konsequenzen der Ausrichtung der Fließfläche  
 
Wenn sich die Fließfläche bei einsetzender inelastischer Beanspruchung im aktuellen 
Spannungspunkt ausrichtet, dieser Vorgang wurde in 5.2.1 beschrieben, resultiert daraus 
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eine Veränderung der Lage des Fließkörpers und damit des elastischen Bereiches im Span-
nungsraum. Bestimmte Spannungspunkte, die vor der Ausrichtung einer elastischen Bean-
spruchung entsprachen, liegen nach der Ausrichtung außerhalb des neuen Fließkörpers und 
umgekehrt. Diese Veränderung ist sowohl vom Scheitelpunkt der Fließfläche, in dem die 
vorangegangene elastische Entlastung einsetzte, als auch von dem Spannungspunkt, in 
welchem die erneute inelastische Belastung beginnt, abhängig.  
 
Eine allgemeine analytische Lösung für die quantitative Beschreibung dieser Lageverände-
rungen kann nicht angegeben werden. Deshalb wurden numerische Berechnungen durch-
geführt, wobei ein besonderes Augenmerk auf die Grenzen der Veränderungen gelegt 
wurde. Weitergehende Analysen enthält [32]. 
 
Auf Grund der Symmetrieeigenschaften der Fließfunktion und der festgelegten Art und 
Weise der Ausrichtung ist es zulässig, die Untersuchungen auf diejenige Ebene des  rotati-
onssymmetrischen Fließkörpers zu beschränken, die vom aktuellen Spannungspunkt und 
der  Rotationsachse, welche durch den ursprünglichen Spannungspunkt verläuft, gebildet 
wird. Dabei erfolgt lediglich die Betrachtung der Grenze des elastischen Bereiches. Auf 
Korrekturen im Zusammenhang mit Überspannungen wird verzichtet. Die Untersuchungen 
sind auf den Fall D (vgl.5.2.2.1) begrenzt. 
 
Ohne Einschränkung der Allgemeinheit lässt sich an Stelle des Systems der effektiven 
Deviatorspannungen ein ebenes kartesisches Koordinatensystem so einführen, dass dessen 
Abszisse mit der Rotationsachse des Fließkörpers (Symmetrieachse der Spur der Fließflä-
che mit der oben beschriebenen Ebene) übereinstimmt.  
 
Um eine möglichst überschaubare analytische Beschreibung zu erreichen, beziehen sich 
die folgenden Untersuchungen auf die rein geometrische Betrachtung einer PASCALschen 
Schnecke in der x, y - Ebene. Von den Ergebnissen kann unmittelbar auf die Verhältnisse 
im Spannungs- oder Deviatorraum geschlossen werden. Beim Übergang vom x, y - System 
auf den Raum der effektiven Deviatorspannungen ist lediglich zu beachten, dass für l (vgl. 










Das Bild 5.4. enthält eine an der x-Achse ausgerichtete PASCALsche Schnecke. Ihre Glei-









axyxyxf            (5.50) 
 
Erfolgt die Neuausrichtung im Punkt P( PP y,x ) der ursprünglichen PASCALSchen Schnecke 
entsprechend dem Fall D, lautet die Gleichung der Symmetrieachse der neuen Kurve 





























            (5.51) 
 
 
Daraus ergibt sich ein verschobenes Koordinatensystem ( 00 yyy,xxx −=−= ), dessen 








































22 yxyx PP +>+               (5.53) 
 




M (a , 0)
P (x P , y P )
O(x 0 , y 0)
_
M (x M , y M )
_
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)al(yy         (5.55) 
 
Für den Abstand des Ausrichtungspunktes P( PP y,x ) vom Punkt )( MM y,xM , welcher die 
Achse der ausgerichteten PASCALschen Schnecke halbiert, wird die Gleichung 
 
 ( ) ( ) 222 lyyxx MPMP =−+−             (5.56) 
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0xxa Mx −=  




0yya My −=  
 
Bei der PASCALschen Schnecke in Normalform liegt der Mittelpunkt des Kreises mit dem 
Durchmesser a auf der x - bzw. x - Achse (Bild 4.1). Dagegen ist die ausgerichtete PAS-
CALsche Schnecke gegenüber der Normalform derart gedreht, dass sich der Mittelpunkt 
des Kreises mit dem Durchmesser a auf der Geraden O M P befindet (Bild 5.4). Die be-
rechneten Größen Mx xa =  und My ya =  entsprechen den Komponenten eines Vektors a  
von O  nach M  im yx, - System. 
 
Aus (5.50) folgt damit die Gleichung der ausgerichteten PASCALschen Schnecke im 
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)yy(a)xx(a)yy()xx( yx  
 
 
Eine konvexe PASCALsche Schnecke besitzt für  l = 2a die größtmögliche Abweichung 
vom Kreis (Grenzkonvexität). Wie bei den in 5.2.1 diskutierten experimentellen Ergebnis-
sen wird die Ausrichtung im Zusammenhang mit der Grenzkonvexität betrachtet. Abwei-
chungen gegenüber diesem Fall sind gesondert gekennzeichnet.  
 
Zunächst wird die Abhängigkeit der Lage des Ursprungs O ( 0,0 == yx ) des neuen 
−y,x Koordinatensystems von den Koordinaten ( PP yx , ) des Ausrichtungspunktes P 
untersucht. Daraus ergibt sich im Materialmodell eine geänderte Rückspannung (vgl. 
Bild. 5.3). Im Bild 5.5 ist der geometrische Ort aller Punkte O  der −y,x Systeme fett 
eingetragen, wenn sich die PASCALsche Schnecke in einem beliebigen Punkt P ihrer ur-
sprünglichen Lage ausrichtet. Im Weiteren werden die Koordinaten der Punkte iO  in 
Abhängigkeit von der Lage der zugehörigen Ausrichtungspunkte Pi unter der Bedingung 
berechnet, dass die Verschiebung der Punkte iO  gegenüber O (entspricht der kinemati-
schen Zusatzverschiebung) extremal wird.  
 
Unter Verwendung der Parameterdarstellung (4.2) der PASCALschen Schnecke wird der 
auf  l  bezogene Betrag der Verschiebung ( )( )Zoo α=ˆ,OO  zu 
 

















































































       
 
ermittelt. Aus der Extremalbedingung 
 











folgen   






























































        (5.61) 
 
 
In der Tabelle 5.1 sind die bezogenen Koordinaten (xPi /l, yPi /l) derjenigen Ausrichtungs-
punkte Pi , die zu extremen Abständen der Punkte iO  von O führen, die bezogenen Koor-
dinaten (x0i /l, y0i /l) der Punkte iO  und die bezogenen Abstände l/OOi  für al 2=  einge-
tragen. Dabei entsprechen die x0i und y0i den zusätzlichen Rückspannungen ( )Zijα  im  
 
 
( )iOϕ  155,935° 180° 204,065° 
( )l/y,l/xP PP iii  -0,4962; 0,2216 -0,5; 0 -0,4962; -0,2216 
( )lylx /,/O i0i0i  1,0010; 0,1300 1; 0 1,0010; -0,1300 
l/OOi  1,0094 1,0 1,0094 
 
Tabelle 5.1:  Angaben zur Ausrichtung der PASCALschen Schnecke für die maximalen 
Abstände der Punkte iO  von O und das zwischen diesen beiden Lösungen lie-
gende relative Minimum 
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Materialmodell.  Die Werte in der Spalte 3  kennzeichnen ein relatives Minimum des 
Abstandes OO , das sich aber nur gering von den benachbarten Maxima unterscheidet 























Bild 5.5: Geometrischer Ort aller Punkte O  (fett) bei Ausrichtung der PASCALschen 
Schnecke in einem beliebigen Punkt P ihrer ursprünglichen Lage   
 
 
Als eine weitere mit der Ausrichtung im Fall D verbundene Veränderung wird der Abstand 
m zwischen den Mittelpunkten M und M  der Achsen der PASCALschen Schnecken (Gera-
den zwischen den beiden Scheitelpunkten, Rotationsachsen der Fließkörper) betrachtet 
(Bild 5.4). Von diesem Abstand hängen die Lageänderungen der von den Um- und Inkrei-
sen eingeschlossenen Flächen ab, welche im  Materialmodell ein Maß für die Änderung 
des elastischen Bereichs darstellen. Dabei sollen der Umkreis und der Inkreis den gleichen 
Mittelpunkt M bzw. M  besitzen. Während der Umkreis jener Kreis mit dem kleinsten 
Radius ( )aPr  ist, welcher die PASCALsche Schnecke enthält bzw. tangiert, stellt der Inkreis 
den Kreis mit dem maximalen Radius ( )iPr  dar, so dass die PASCALsche Schnecke höchs-
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Aus der Extremalbedingung 
 














( ) 0=Msinϕ                (5.63) 
 











































































        (5.65) 
 
Bei Grenzkonvexität al 2=  geht (5.65) in 
 ( ) ( ) ( ) 02812501875050 23 =−++ ,Mcos,Mcos,Mcos ϕϕϕ         (5.66) 
 
über. Die sinnvollen Lösungen von (5.63), (5.64) sowie (5.66) lauten ( )=Mϕ 90°, 180°, 
270°, 63,025° und 296,975° wobei die beiden letzten Lösungen zur Wurzel 
( ) 4535950,Mcos =ϕ der Gleichung (5.66) gehören und zu °=180ϕ  symmetrisch sind. 
Wie im vorigen Fall scheidet die Lösung ( ) °= 0Mϕ  aus. Alle weiteren Lösungen der 
Gleichung (5.66) sind nicht reell.  
            
In der Tabelle 5.2 sind Angaben zu den Extremfällen enthalten. Der maximale Abstand 
zwischen  M  und M  beträgt 0,12027 l.  
 
 
5.3. Ineastische Deformationsgeschwindig 
 
53
( )Mϕ  63,025° 90° 180° 270° 296,975° 
( )l/y,l/xP PP iii  (0,556; 1,093) (0;1) (-0,5; 0) (0;-1) (0,556;-1,093) 
l/m  0,12027 0,11803 0 0,11803 0,12027 
 
Tabelle 5.2: Ausrichtungspunkte Pi , die auf extremale Abstände  m  zwischen den Punkten 
M  und M  führen 
 
 
Bei der Ausrichtung der PASCALschen Schnecke im Fall D lässt sich eine obere Grenze für 
den Abstand n/aP∆  angeben, den ein beliebiger Punkt der ursprünglichen Kurve vom 
nächstliegenden Punkt der neuen Kurve besitzt oder umgekehrt. Dieser Abstand kann die 
Summe aus dem Maximalwert von m (Strecke MM ) sowie der Differenz von ( )aPr  und 
( )iPr  nicht überschreiten.  
 











             (5.67) 
 
Der auf  l  bezogene Abstand  rP  eines Punktes P der ursprünglichen PASCALschen Schne-































          (5.68) 
 
 
Für °°°°= 270;180;90;0ϕ  liegen Extremwerte von rP /l entsprechend (5.68) vor. Damit 

























bzw. mit  l=2a 
 
( ) 11801251 ,,
l
r aP
≈=               (5.70) 
 
 
























Bild 5.6: Maximale Lageänderung der ausgerichteten PASCALschen Schnecke als Maß für 











           (5.71) 
 
erhalten. Die ausgerichtete PASCALsche Schnecke befindet sich stets innerhalb des im 
Bild 5.6 fett dargestellten Kreises um den ursprünglichen Mittelpunkt M mit dem Radius  
 
 







=+≈+=           (5.72) 
 
Der im Bild 5.6 gezeichnete Kreis repräsentiert eine Abschätzung (obere Schranke) für die 
größte Bereichsänderung. Deshalb tritt keine Berührung zwischen diesem Kreis und den 











ausgerichtete PASCALsche Schnecke 








Das erweiterte viskoplastische              
Materialmodell vom Überspannungstyp 
 
6.1 Die Beschreibung des Sättigungszustandes 
 
Im Rahmen des CHABOCHE-Modells wie auch seiner Erweiterung wird die kinematische 
Verfestigung, die mit einer translatorischen Bewegung der Fließfläche im Spannungsraum 
verbunden ist, durch eine Summe von Anteilen des ARMSTRONG-FREDERICK-Typs be-
schrieben. 
 















Sij ss 0≠ , 
tritt beim erweiterten Modell die kinematische Zusatzverfestigung α ij(Z) als Sprung auf. Sie 
führt zur spontanen Ausrichtung der Fließfläche im Spannungsraum. Bei der Überlagerung 
von α ij(AF) und α ij(Z) ist es deshalb sinnvoll, die kinematische Zusatzverfestigung α ij(Z) in 
eine gleich große Anzahl von Teilen wie die kinematische Verfestigung vom ARMSTRONG-




( ) ( )Zijm
m










mg                  (6.2) 
  















ααα                (6.3) 
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Zerlegung der Deformationsgeschwindigkeit (3.11) inijelijij εεε &&& +=  
• Elastischer Anteil (3.12)    klijklelij E σε &&
1−
=   
 













σε &&  
 
Isotrope Verfestigung, vgl. (3.19)   ( ) ( )exPpKQbK σ&& −=    
 
Anteile der kinematischen  
Verfestigung (5.41)          
 








































   Im Falle der Ausrichtung der Fließfläche    
    
   Richtungstensor der gedrehten  
   Fließfläche, (5.35) mit (5.36)              
 
   
    













mg   
   
Überlagerung der Anteile der    ( ) ( )( ) ( )( )mZijmAFijmij ααα +=  
kinematischen Verfestigung, vgl. (6.3)     















αα      
Effektive Deviatorspannungen (3.14)   ijijfeij ss α−=  
 
Innere Variable, vgl. (4.15)    efklkl cs=β  
 


























































( ) ( ) ( ) ( ) ( )exPmijminijmmAFij pCc σαγεα αα &&& −−= )1(3
2




Schließt sich eine kontinuierliche inelastische Beanspruchung an, wird jeder der w Verfes-
tigungsanteile mit der Beziehung (5.41) modelliert. 
 
Die konstitutiven Gleichungen des modifizierten CHABOCHE-Modells, welche für den Fall 
der Grenzkonvexität gelten, sind in der Tafel 6.1 zusammengefasst. 
 
 
6.2 Startwerte für innere Variable 
 
Nach der Betrachtung des Sättigungszustandes soll der inelastische Anfangszustand analy-
siert werden. Die von DANNEMEYER [10] dazu durchgeführten Experimente ergaben in 
Abhängigkeit des gewählten Probenwerkstoffs 
 
• eine näherungsweise Isotropie oder 
• spezielle Anisotropien. 
 
Bei Verwendung der Fließbedingung (4.5) ist es möglich, durch geeignete Wahl der An-
fangswerte der Koordinaten ijα  des Rückspannungstensors und der Koordinaten des Ten-
sors ijβ  spezielle Anfangsanisotropien, die mit betragsmäßig gleich großen Fließspannun-
gen in Richtung einer materiellen Achse verbunden sein sollen, zu beschreiben. Neben der 
Kennzeichnung dieser Anfangsanisotropien besteht ein weiterer Grund für die Analyse 
derartiger Fließbedingungen in ihrer Verwendung als Startwert für die Simulation des 
anisotropen Sättigungszustandes. Die Modellierung des Übergangs vom Anfangs- zum 
Sättigungszustand erfolgt mit einer vorgegebenen Belastung. 
 




011 −=α ,  [ ] k6
1
022 =α ,  [ ] k6
1






011 =β ,  [ ] k6
1
022 −=β ,  [ ] k6
1
033 −=β                (6.5) 
 
liegt eine Fließfläche vor, die entlang der s11-Achse  ausgerichtet ist und deren Mittelpunkt 
M  im Ursprung O des ijs - Deviatorraumes (3.2) liegt. Aus der Fließbedingung (vgl.(4.5) 
bei K=0) 
 
[ ]( ) [ ]( ) [ ] [ ]( )




















αα          (6.6) 
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ergibt sich mit (6.4) und (6.5) die Beziehung für den einachsigen Zug-Druck in der mate-













+± kkk mσ  
 
Daraus folgen die Fließgrenzen zu 
 




 kDruck; −== 11211 σσ  
 
Für eine reine Schubbeanspruchung, die z.B. bei der Torsion dünnwandiger Rohrproben 










































Die Schubfließspannungen bei Erstbelastung sind gegenüber jenen der VON MISESschen 
Theorie größer. Außerdem ist die neue Fließfläche zur  σ 12-Achse nicht mehr symmetrisch. 
 
Aus (6.4) bis (6.6) wird die für einachsige Beanspruchung in der materiellen 2-Richtung 






























erhalten, zu der die betragsmäßig unterschiedlichen Fließspannungen 
 
k,Zug; 1176122122 ≈= σσ  
 
und 





 k,Druck; 0537122222 −≈= σσ  
 




011 =α ,  [ ] k6
1
022 −=α ,  [ ] k6
1




011 −=β ,  [ ] k6
1
022 =β ,  [ ] k6
1






























dreht sich die Fließfläche derart, dass die Fließspannungen in der 2-Richtung gegenüber 
dem ersten Fall den jeweils anderen Betrag annehmen. 
 
 k,Zug; 0537122122 ≈= σσ  
 
k,Druck; 1176122222 −≈= σσ  
 
Im Experiment wurde von DANNEMEYER [10] für einige Werkstoffe ein solcher Anfangs-
zustand gemessen, der sich mit dem modifizierten Materialmodell bei Verwendung der 








012 =β                (6.10) 
 
Die damit festgelegte Anfangsfließfläche ist an der σ 12-Schubspannungsachse orientiert. 
Ihr Mittelpunkt M fällt wiederum mit dem Ursprung O zusammen. Für die obigen Start-














+± kkk mσ  
 
Die Schubfließspannungen ergeben sich bei Erstbelastung zu 
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 k±=123σ  
 
Im Falle einer einachsigen Beanspruchung in Richtung der materiellen Achsen 1, 2 oder 3 
(nur σ 11, nur σ 22 oder nur σ 33 ungleich null) folgen aus (6.6) betragsmäßig gleich große 




























Im Gegensatz zur VON MISESschen Theorie entspricht k nicht mehr der Anfangsfließspan-
nung bei einachsigem Zug/Druck. Das Verhältnis zwischen den Fließspannungen bei 
Zug/Druck ( )F11σ  und Schub ( )F12σ  ist mit  rund ± 1,9 gleich dem Faktor, wie er von DAN-
NEMEYER [10] für den Baustahl St37 angegeben wird. Werden die Unterräume Normal-
spannung/Schub betrachtet, ist die Fließfläche zur Normalspannungsrichtung nicht sym-
metrisch.  
 





























verknüpft, die betragsmäßig größer als beim Schub in der 1,2-Ebene sind. 
 
In der Tafel 6.2 sind die für die Simulation des Sättigungszustandes geeigneten Startwerte 
für die inneren Variablen α ij und β ij zusammengefasst. Sie verkörpern im eigentlichen Sinn 
Anfangswerte des inelastischen Verhaltens. Zu ihnen gehören spezielle, an materielle 
Achsen gebundene Anisotropien. 




A)  Gleiche Schubfließgrenzen, unterschiedliche Fließgrenzen bei Normalbeanspruchung 
 
Variante 1 
( )[ ] kZ 3
1
011 −=α ,  ( )[ ] kZ 6
1
022 =α ,  ( )[ ] kZ 6
1
033 =α             (6.4) 
[ ] k3
1
011 =β ,  [ ] k6
1
022 −=β ,  [ ] k6
1
033 −=β                (6.5) 
 
Variante 2 
( )[ ] kZ 3
1
011 =α ,  ( )[ ] kZ 6
1
022 −=α ,  ( )[ ] kZ 6
1
033 −=α             (6.7) 
[ ] k3
1
011 −=β ,  [ ] k6
1
022 =β ,  [ ] k6
1
033 =β                (6.8) 
 
B)  Gleiche Fließgrenzen bei Normalbeanspruchung, unterschiedliche Schubfließgrenzen 
 
( )[ ] kZ 6
3




012 =β                (6.10) 
 
 
Tafel 6.2:  Startwerte für innere Variable zur Simulation des Sättigungszustandes gemäß 
Tafel 6.1  
 
 
6.3 Beispiele zur proportionalen und nichtproportionalen   
      Beanspruchung 
 
Auf der Basis des entwickelten Materialmodells wurden die proportionale und die nicht-
proportionale Beanspruchung im Sättigungszustand simuliert. Die numerische Integration 
der Materialgleichungen erfolgte mit dem Prädiktor-Korrektor-Verfahren nach Heun (An-
hang 1). Dabei kamen zwei Varianten des Modells zum Einsatz, die sich in der Art der 
Einbeziehung der kinematischen Zusatzverfestigung unterschieden. 
 
In der Variante 1 wird die kinematische Verfestigung α ij mit nur einem Ansatz (w=1) 
beschrieben. Die bei einem Belastungswechsel (Entlastung und anschließende Wiederbe-
lastung bis in den inelastischen Bereich) auftretende kinematische Zusatzverfestigung α ij(Z) 
wird der vorhandenen kinematischen Verfestigung hinzugefügt (g(1)=1, g(2)=0) und damit 
im Erholungsterm des Ansatzes vom ARMSTRONG-FREDERICK-Typ wirksam. 
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Bei der Variante 2 werden zwei Ansätze für die kinematische Verfestigung (w=2) verwen-
det. Die Addition der kinematischen Zusatzverfestigung erfolgt ausschließlich mit dem 
zweiten Armstrong-Frederick-Ansatz (g(1)= 0, g(2)= 1), wobei die Materialparameter  
 
( ) ( ) ( ) ( )1222
, αααα γ CCC <<<  und  ( ) ( )12 αα γγ >  
 
so gewählt werden, dass die kinematische Zusatzverfestigung α ij(Z) bereits in der Anfangs-
phase der fortgesetzten inelastischen Beanspruchung wieder verschwindet. Sie besitzt 
zudem nur einen geringen Einfluss auf den Sättigungswert der kinematischen Verfesti-
gung. Als Folge wird die Änderung des Anstieges im Spannungs-Verzerrungs-Verlauf 
















αγ    





αγ    




Variante 1 300 1,5 3,02 1,96 2,04 300 101250 - - 
Variante 2 300 1,5 3,02 1,96 2,04 300 101250 875 1 
 




Nr. Beanspruchung Phasen- 
verschiebung 
Dehnung 
 ε  [%] 
Schubverzerrung  
γ/√3 [%] 
1. Proportional - ±0,500             0,0 
2. Proportional -       0,0 ±0,500 
3. Proporttonal 0° ±0,354 ±0,354 
4. Nichtproport. s. Tabelle 6.3 45° ±0,354 ±0,354 






Stufe 1, proportional 
Stufe 2, nichtproportional 










            0,0 
±0,354 
            0,0 
 
Tabelle 6.2: Angaben zur zyklischen Beanspruchung 
 
 
In der Tabelle 6.1 sind die verwendeten Materialparameter für die beiden obigen Varianten 
und in der Tabelle 6.2 Angaben zur zyklischen Beanspruchung enthalten. Während ( )2αγ  
und ( )2αC  vorgegeben wurden, besitzen die übrigen Parameter jene Werte, welche für den 
Einsatzstahl 20MoCrS4 bei Verwendung des CHABOCHE-Modells identifiziert wurden 
(s.a. [44]). Mit diesen Werten sowie dem Elastizitätsmodul E=197000 und der Querdehn-
zahl ν  = 0,3 wurden die Spannungs-Verzerrungs-Hysteresen und die Fließflächen in den 




Lastumkehrpunkten verschiedener proportionaler und nichtproportionaler zyklischer Bean-
spruchungen (vgl. Tabelle 6.2) berechnet.  Die simulierten Fließflächen bei einachsiger 
proportionaler Beanspruchung geben bei beiden Varianten das Experiment qualitativ glei-
chermaßen gut wieder (Bilder 6.1 und 6.2 jeweils Variante 1 (a) und Variante 2 (a)). Hier 
wie im Weiteren bezieht sich die qualitative Übereinstimmung mit dem Experiment in 
erster Linie auf Versuchsergebnisse von DANNEMEYER [10] bzw. PEIL/REININGHAUS/ 

































  Variante 2           (a)           (b) 
 
 
Bild 6.1:   Zyklische Beanspruchung (Nr. 1.); Zug/Druck, Sättigungszustand,  
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Die mit der Modellvariante 2 beabsichtigte Änderung am Übergang von rein elastischer zu 
inelastischer Beanspruchung wird durch den Vergleich von Variante 1 (b) und Variante 
2 (b) in den Bildern 6.1 und 6.2 deutlich. Da die kinematische Zusatzverfestigung in der 
Variante 2 schneller abgebaut wird, sind die Spannungen in den Lastumkehrpunkten bei 




































Variante 2       (a)                 (b) 
 
 
Bild 6.2:  Zyklische Beanspruchung (Nr. 2.); Torsion, Sättigungszustand,  
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Auch bei zweiachsiger proportionaler Beanspruchung wird das Experiment qualitativ von 
beiden Modellvarianten gleichermaßen gut wiedergegeben. Ebenso treten alle anderen 






































Variante 2  (a)           (b) 
 
 
Bild 6.3:   Zyklische Beanspruchung (Nr. 3.); zweiachsig proportional Zug/Druck und 
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Die vorgegebenen Pfade für die Berechnung der nichtproportionalen Beanspruchungen 
sind in der Tabelle 6.3 als Verläufe im Dehnungsraum und in Form von Verzerrungs-Zeit-
Verläufen dargestellt. Dabei wurden im Dehnungsraum diejenigen Punkte markiert, für 









Verläuft die Beanspruchung nichtproportional mit 45° bzw. 90° Phasenverschiebung 
(s. Tabellen 6.2 und 6.3 sowie Bilder 6.4 und 6.5), entsprechen die Fließflächen wiederum 
   Phasenver- 



































































































dem Experiment qualitativ (Bilder 6.4 und 6.5, jeweils Variante 1 (a) und Variante 2 (a)). 
Der Unterschied zwischen den Spannungs-Verzerrungs-Hysteresen fällt jedoch geringer 
aus als bei der proportionalen Beanspruchung (Bild 6.4 und 6.5, jeweils Variante 1 (b) und 
Variante 2 (b)). Die Lageveränderung der Fließfläche im Spannungsraum an ausgewählten 
Stellen eines Abschnittes des Beanspruchungszyklus der nichtproportionalen Pfade 
(s. Tabelle 6.3) ist in den Bildern 6.6 und 6.7 dargestellt. Auch in diesen Fällen entspre-



































Variante 2  (a)           (b) 
 
 
Bild 6.4:  Zyklische Beanspruchung (Nr. 4.); zweiachsig nichtproportional (45°)  
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Variante 2  (a)           (b) 
 
 
Bild 6.5:  Zyklische Beanspruchung (Nr. 5.); zweiachsig nichtproportional (90°)  
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Bild 6.6:  Entwicklung der Fließflächen zwischen den Punkten A-B (s. Tabelle 6.3) 
der nichtproportionalen Beanspruchung (Nr. 4.); Modellvariante 1 (a),  



















     (a)        (b) 
 
Bild 6.7:  Entwicklung der Fließflächen zwischen den Punkten A-B (s. Tabelle 6.3) 
der nichtproportionalen Beanspruchung (Nr. 5.); Modellvariante 1 (a), 
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Die Ergebnisse der Berechnungen zur mehrstufigen Beanspruchung (s. Tabelle 6.2) sind in 
den Bildern 6.8 und 6.9 enthalten. Sie entsprechen bei beiden Modellvarianten dem Expe-
riment qualitativ. Auch hier sind in Variante 2 die Spannungen in den Lastumkehrpunkten 
bei gleicher Dehnung jeweils etwas größer, da die kinematische Zusatzverfestigung schnel-



































          (b)        (c) 
 
Bild 6.8:  Mehrstufige zyklische Beanspruchung gemäß Tabelle 6.2, Modellvariante 1,  
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Bild 6.9:  Mehrstufige zyklische Beanspruchung gemäß Tabelle 6.2, Modellvariante 2,  




Bei einer gestuften zyklischen Beanspruchung gemäß Bild 6.10 (a), wie sie häufig bei 
inkrementeller Umformung beobachtet wird [23], [42], tritt der Unterschied zwischen den 
beiden Modellvarianten in den Spannungs-Dehnungs-Verläufen analog zur proportionalen 
Beanspruchung deutlicher hervor (s. Bild 6.10 (b) und (c)). Dagegen unterscheidet sich der 
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Bild 6.10: Gestufte zyklische Beanspruchung (a) und Spannungs-Dehnungs-Verlauf mit 
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Die Entwicklung neuer Fließbedingungen  
auf der Grundlage der VON MISESschen 
Theorie 
 
Im Kapitel 4 wurde eine neue Fließbedingung auf der Basis der Gleichung der PASCAL-
schen Schnecke formuliert, um eine bessere Übereinstimmung mit experimentellen Ergeb-
nissen zu erreichen. Im Weiteren wird gezeigt, wie im Rahmen der skleronomen Plastizität 
mit der VON MISESschen Theorie als Grundlage ein allgemeiner Zugang zu Erweiterungen 
dieser Theorie möglich ist. Die Fließbedingung nach VON MISES lautet 





=−= kssF ijijM  
3)
               (7.1) 
 
Auf der Basis von (7.1) wird eine Funktion ( )υΞ  eingeführt, in welcher die Argumente ijs  
und (oder) k  Funktionen eines zeitähnlichen Parameters υ darstellen.  
 
( ) ( ) ( ) ( )υυυυ kss ijij −=Ξ 2
3









 ( ) kk =υ    k = const. 
 
                                                 
3)
 Übliche Darstellung : 0
2
3 2
=−≡ kssF ijijM  
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Eine aus (7.2) abgeleitete Fließbedingung mit inneren Variablen soll  
 
• die Beziehung (7.1) als Grenze besitzen, wenn die inneren Variablen zu null werden, 
sowie 
 
• stabilem Werkstoffverhalten genügen. 
 
 
Die zu ( )υΞ  variierte Funktion  
 
( ) ( ) ( )υδυυ Ξ+Ξ=Ξ                 (7.3) 
 
als Vergleichsfunktion (Bild 7.1) wird so gewählt, dass für 10 υυυ ≤≤  die Bedingung 
 
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) Vδυυυυυυυ < Ξ−ΞΞ−Ξ∈ &&,]1,0[max              (7.4) 
 

















Bild 7.1: Funktion ( )υΞ  mit ( ) 0ˆ0 ===Ξ MFυυ  und zugelassene Vergleichsfunktionen 
( )υΞ  sowie ( )υτΞ   
 
 
Außerdem sei die Bedingung 
 
( ) ( )10 υυ Ξ≤Ξ   für   10 υυ ≤  
 
erfüllt. Unter Beachtung der im Bild 7.1 dargestellten Verhältnisse ergibt sich für den Fall 
Ξ(υ )
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( ) ( )10 υυ Ξ=Ξ                  (7.5) 
 
sowie auf der Grundlage von (7.3) 
 
 ( ) ( ) ( )001 υδυυ Ξ+Ξ=Ξ                (7.6) 
 
Mit (7.2) folgt 
 
 
( ) ( )( ) ( )
( )

















   
  
 













−=Ξ             (7.7)
  
Aus (7.6) resultiert nach dem Einsetzen von (7.2) und (7.7) die Beziehung 
 


























−=Ξ        (7.8) 
 
Im Zusammenhang mit der späteren Erweiterung der Theorie nach VON MISES werden die 
Funktionen ( )υK  und ( )υijA  eingeführt, wobei 
 





( ) ( )10 υυδ ijij As =               (7.10) 
 
gelten sollen. In (7.8) werden nun die Variationsanteile bei 0υυ =  durch die Werte der 
obigen Funktionen bei 1υυ =  ersetzt. Dann ergibt sich mit (7.6), (7.7), (7.9), (7.10) und 
( ) 0ˆ0 ==Ξ MFυ  (vgl. eingangs) 
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Da nacheinander zulässige Vergleichsfunktionen ( )υτΞ  so gewählt werden können, dass 
für alle [ ]10 ,υυτ ∈  die Übereinstimmung  
 
( ) ( )τυυτ =Ξ=Ξ 0  
 
zutrifft, lässt sich in (7.11) das Argument 1υ  durch τ  ersetzen.  
 




























Die obige Gleichung mit den Funktionen ( )τK  und ( )τijA  ist für ein bestimmtes τ  erfüllt. 
Mit der Substitution υτ =  folgt die neue Funktion 
                                                    


























             (7.12) 
 
Wird ( )υΞ~  der Funktionswert null zugewiesen, liegt eine Fließbedingung 0)(ˆ1 =υF  vor. 
Wenn die in (7.12) unterstrichenen Terme gleich null sind, geht diese in die ursprüngliche 
Form (7.1) über. Das war eine der eingangs geforderten Zielsetzungen an neue Fließbedin-
gungen mit inneren Variablen. Die in (7.12) gekennzeichneten Terme als Erweiterung 
gegenüber (7.1) sollen nunmehr mit inneren Variablen in Verbindung gebracht werden. 
Weil das gleichzeitige Auftreten dieser Terme jedoch nicht zwingend ist, erfolgt eine 
getrennte Analyse. Parallel dazu wird diskutiert, unter welchen Bedingungen gegenüber 








2 =+−= υυυ KkssF ijij            (7.13) 
 
liegt eine konvexe Fließbedingung vor. Genügt die Änderung der inneren Variablen ( )υK  
der Bedingung ( ) 0≥υK& , ist das  Materialverhalten stabil (isotrope Verfestigung). 
 
Auf der Grundlage von 
  



























υυ         (7.14) 
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lassen sich verschiedene Fließbedingungen angeben. 
 
• Unter der Bedingung ( ) ( )( ) 00 ≥•υυ ijij As  liegt stabiles Materialverhalten vor, wobei es 
sich wiederum um eine isotrope Verfestigung handelt (vgl.(7.13)). 
 
• Eine Beschreibung der kinematische Verfestigung ist dann möglich, wenn neue innere 
Variable ( )υα ij  so gewählt werden, dass  
 
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]


















gilt. Aus (7.14) folgt dann die Fließbedingung 
 




4 =−−−= kssF kllkkllk υαυυαυ           (7.15) 
 
Die Fließfläche als eine im Deviatorraum verschobene Hyperkugel ist konvex. Bei 
 








υαυυ klklkl ss  
 
ergibt sich eine Verfestigung gegenüber (7.1). Mit 
 








υαυυα klklkl s    
 
ist diese Ungleichung erfüllt. 
 
 
• Gegenüber (7.1) tritt eine formative Verfestigung auf, wenn neue innere Variable 
( )υβ ij  entsprechend  
 








sAs 000 =  
 
eingeführt werden. Dann lautet die neue Fließbedingung 
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υυ           (7.16) 
 
welche für  
 
( ) ( ) klklk ≤υβυβ2
32  
 
konvex bleibt (vgl. Kapitel 4). Unter der Bedingung ( ) ( )( ) 0>•υυβ lkkl s  liegt eine 
formative Verfestigung gegenüber (7.1) vor. 
 
Treten die im Zusammenhang mit den Fließbedingungen (7.13), (7.15), (7.16) diskutierten 
Verfestigungsarten gleichzeitig auf, wird die im Kapitel 4 vorgestellte neue Fließbedin-




























( ) ( )











        (7.17) 
 
entsteht aus (7.14) eine weitere Fließbedingung 
 
             




6 =−= ksMsF mnklmnlk υυυ             (7.18) 
 
wobei der Tensor klmnM  zur Gewährleistung der Konvexität der Fließfläche bestimmten 
Bedingungen genügen muss (vgl. [30]).  
 
Eine alternative Formulierung zu (7.17) und (7.18) ergibt sich mit  
 





( )jkiljlikijklI δδδδ += 2
1
 
KAPITEL 7. Die Ableitung neuer Fließbedingungen auf der  




den Einheitstensor 4.Stufe darstellt. Aus (7.17) resultieren 
 
( ) ( )













und die Fließbedingung 
 




7 =−+= ksNsssF mnklmnlklklk υυυυυ          (7.19) 
 
In den Fällen (7.18) und (7.19) tritt eine Verfestigung dann auf, wenn die Bedingung  
 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0>− υυυυυ mnklmnklklkl sMsss           (7.20) 
 
erfüllt ist. Dies trifft dann zu, falls die Norm des Tensors  Mklmn  kleiner als eins ist 
( 1<klmnM ). Der Beweis für die Gültigkeit von (7.20) unter dieser Voraussetzung ist im 
Anhang 2 dargestellt. Da mit klmnklmn IM =  (7.18) in (7.1) übergeht, folgt aus (7.20) bei 
Verfestigung gegenüber (7.1)  
 
0<klmnklmn MM &  
 
Auf der Basis der Bedingung (7.4) für die variierte Funktion Ξ  lassen sich Rückschlüsse 
bezüglich einer möglichen Entwicklung der inneren Variablen ziehen.  
 
Unter Beachtung von (7.7), (7.9) sowie (7.10) werden g1 und g2 eingeführt 
 












υ             (7.21) 
  





















υ            (7.22) 
   
 
Aus (vgl. (7.4)) 
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 ( ) ( )( ) ( )( ) Vδυδυυ <Ξ=Ξ−Ξ≤ ••0  
 
folgt für die skalarwertigen Größen g1 und g2  
 
Vgg δ≤< 21 ,0               (7.23) 
 
Unter der Voraussetzung, dass jede der inneren Variablen zur Verfestigung führt, können 
die Gleichungen (7.21) und (7.22) entkoppelt und mit Funktionen ( )tK  und ( )tAij  erfüllt 
werden. Diese genügen gewöhnlichen linearen Differentialgleichungen erster Ordnung mit 
konstanten Koeffizienten. Diesem Fall entsprechen die im Kapitel 3 angegebenen Entwick-
lungsgleichungen (3.19) und (3.20). 
 
 
Bild 7.2: Fließflächen am oberen Umkehrpunkt für die zyklische Zug-Druck-
Wechselbeanspruchung von AlMg3 bei einer Beanspruchungsintensität 
ε
 B = 5,23mm/m [10] 
 
 
Bisher wurden die inneren Variablen so eingeführt, dass jede separat zur thermodynami-
schen Zulässigkeit führt. Treten unterschiedliche Verfestigungsarten gleichzeitig auf, dann 
können einzelne Anteile auch eine entfestigende Charakteristik besitzen, solange insgesamt 
die thermodynamische Zulässigkeit erhalten bleibt. Die Entwicklung der Fließflächen von 
AlMg3 (Bild 7.2) sowie von Baustahl St52 im Bereich der LÜDERSdehnung (vgl. Bild 3.1) 
bestätigt dieses Verhalten bezüglich der isotropen Verfestigung (isotrope Entfestigung 
zwischen dem 250. Zyklus und dem Sättigungszustand bei AlMg3). Thermodynamisch 
zulässig ist die Berücksichtigung des entfestigenden Verhaltens einzelner innerer Variabler 
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im Materialmodell dann, wenn die Ungleichung (7.23) erfüllt wird. Daraus resultiert eine 
Kopplung zwischen inneren Variablen. Beim Baustahl St52 besteht dieser Zusammenhang 
offensichtlich im Bereich der Lüdersdehnung zwischen isotroper und kinematischer Ver-










Für die Beschreibung der formativen Verfestigung metallischer Werkstoffe bei zyklischer 
Beanspruchung wurde das viskoplastische Materialmodell nach CHABOCHE/ROUSSELIER 
([7],[8]) durch die Einbeziehung einer Fließfunktion 4. Ordnung erweitert. Diese Fließ-
funktion entsteht durch die Verallgemeinerung der Gleichung einer PASCALschen Schne-
cke. Damit verbunden ist eine relativ einfache Gewährleistung der Konvexität der Fließflä-
che. Durch die Einführung einer tensorwertigen inneren Variablen zweiter Stufe lassen 
sich mit dem neuen Modell die formative Veränderung der Fließfläche, hier auf den Fall 
der Grenzkonvexität beschränkt, und deren Umorientierung infolge eines Wechsels der 
Belastungsrichtung modellieren. Wird die tensorwertige innere Variable als verallgemei-
nerter Vektor im Raum der effektiven Deviatorspannungen interpretiert, dann ist er dem 
Vektor vom Ursprung dieses Raumes zum Scheitelpunkt der Fließfläche proportional. Der 
von LEMAITRE/CHABOCHE [37] erbrachte Nachweis der thermodynamischen Zulässigkeit 
des ursprünglichen Modells wird in entsprechender Weise auf das modifizierte Modell 
übertragen. In diesem Zusammenhang werden Entwicklungsgleichungen für die kinemati-
sche Verfestigung und die Verlagerung  des Scheitelpunktes der Fließfläche abgeleitet.  
 
Aus Experimenten ist bekannt, dass sich unter inelastischer Beanspruchung bei metalli-
schen Werkstoffen häufig eine Fließfläche ausbildet, die im aktuellen Spannungspunkt 
eine stärkere Krümmung aufweist und auf der gegenüberliegenden Seite abgeflacht ist. 
Dieses Phänomen tritt auch dann sehr schnell ein, wenn nach elastischer Entlastung die 
Fließfläche bei erneuter inelastischer Beanspruchung nicht in ihrem Scheitelpunkt, sondern 
in einem beliebigen Spannungspunkt überschritten wird. Bezogen auf das erweiterte Mate-
rialmodell bedeutet dies, dass bei inelastischer Beanspruchung der aktuelle Spannungs-
punkt und der Scheitelpunkt der Fließfläche übereinstimmen.  
 
Da für den Fall des Belastungswechsels nach elastischer Entlastung keine detaillierten 
experimentellen Ergebnisse zur Ausrichtung der Fließfläche vorliegen, wird diese Umori-
entierung im Modell derzeit als Sprung realisiert. Das ist thermodynamisch zulässig und 
erfordert außerdem keine weiteren Materialparameter. Allerdings ist das Ausmaß der damit 
verbundenen Lageänderung des Fließkörpers im Spannungsraum begrenzt. Mit dem 
sprunghaften Orientierungswechsel der Fließfläche ist eine zusätzliche kinematische Ver-
festigung, die auf geeignete Weise mit der davon unabhängigen kinematischen Verfesti-
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gung im klassischen Sinn (translatorische Bewegung der Fließfläche) verknüpft wird, 
verbunden.  
 
Für die fortgesetzte inelastische Beanspruchung, die im Experiment eine kontinuierliche 
Ausrichtung der Fließfläche zur Folge hat, ergibt sich eine mit dem ursprünglichen Modell 
übereinstimmende Beschreibung der kinematischen Verfestigung. Die Entwicklungsglei-
chung für den Scheitelpunkt der Fließfläche ist dagegen überflüssig, da dieser stets dem 
aktuellen Spannungspunkt entspricht. 
 
Das Materialverhalten ist bei einem komplexen Beanspruchungsbeginn (z.B. an Streck-
grenzen und im Lüdersbereich) im Gegensatz zum stationären Verhalten bei mehrachsiger 
zyklischer Beanspruchung wenig erforscht. Aus diesem Grund beziehen sich die konstitu-
tiven Gleichungen des erweiterten Modells auf einen solchen Zustand der formativen 
Verfestigung, der mit einer grenzkonvexen Fließfläche gekoppelt ist. Ausgehend von 
zweckmäßig gewählten Startwerten der inneren Variablen, die mit speziellen Formen der  
Anfangsanisotropie verbunden sind, wird die zyklische Verfestigung bis zum Erreichen 
eines stationären Zustandes simuliert. 
 
Die angeführten Berechnungsbeispiele belegen, dass mit dem erweiterten Materialmodell 
Experimente zur stationären zyklischen Beanspruchung gut wiedergegeben werden. Damit 
existieren die Voraussetzungen, die Experimente mit bekannten Verfahren der Parameter-
identifikation auszuwerten. 
 
Durch Verallgemeinerung der VON MISESschen Theorie gelang es, genau jene Fließbedin-
gung zu entwickeln, mit welcher das CHABOCHE-Modell bereits modifiziert wurde. Außer-
dem wurden Erkenntnisse zu den bekannten Verfestigungsarten und ihrer möglichen 
Kopplung gewonnen. 
 
Die verbesserte Modellierung des Beanspruchungsbeginns durch Einführung einer variab-
len Konvexität der Fließfläche, die Einbeziehung endlicher Deformationen und die Erfas-
sung temperaturabhängiger Prozesse stellen mögliche Erweiterungen der hier vorgeschla-
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Anhang 1  
 
Prädiktor-Korrektor-Verfahren  
nach Heun mit Zeitschrittweitensteuerung 
 
Die mathematische Beschreibung des viskoplastischen Materialverhaltens erfolgt mit 
gewöhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung in der Zeit t. Ihre kompakte Darstel-
lung lautet  
 
 ( ))(, tt zFz =&                (A1.1) 
 
Der Vektor F der Materialgleichungen kennzeichnet das konkrete Werkstoffverhalten. Bei 




( ){ }TKmijij ασ=z               (A1.2) 
 
Zur Integration der Differentialgleichungen (A1.1) wird das Prädiktor-Korrektor-Verfahren 
mit Zeitschrittweitensteuerung verwendet. Dieses Verfahren setzt sich aus dem Prädik-
torschritt ( = Startwert der Iteration) 
 
 




 ,...1,0,11 =−=∆ ++ jttt jjj              (A1.4) 
 
und einem oder mehreren Korrektorschritten 
 
 














νν zFzFzz          (A1.5) 
 
zusammen. Zu Beginn der Integration sind alle Zustandsgrößen 
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Die adaptive Zeitschrittweitensteuerung basiert auf der Fehlerabschätzung 
 
 
[ ] [ ]




1 zz       
 
wobei die Näherungslösung akzeptiert wird, wenn die obige Bedingung mit eact als dem 
aktuellen Fehler und etol als dem zulässigen Fehler erfüllt ist. Anderenfalls wird der aktuel-
le Zeitschritt in Abhängigkeit vom Verhältnis eact /etol  in mehrere Zeitschritte unterteilt, für 
welche die Berechnung dann neu erfolgt. Damit wird quasi eine einheitliche Schrittweite 
verwendet, welche nur an kritischen Stellen eine Unterteilung erfährt. 
 
Das Prädiktor-Korrektor-Verfahren repräsentiert bei Berücksichtigung nur eines Korrek-
torschrittes ein explizites zweistufiges Runge-Kutta-Verfahren. Erfolgt die Verbesserung 
des Näherungswertes aus dem Prädiktorschritt durch mehrere Korrektorschritte, so lässt es 






Anhang 2  
 
Nachweis für die Gültigkeit von (7.20) 
unter der Bedingung │Mklmn│< 1  
 






kleiner als eins ist. 
 
Die Norm eines Tensors n-ter Stufe ist durch 
 
)()()( nnn
lll •=  
 
definiert, wobei •  das n-fache Skalarprodunkt darstellt [11]. 
 













              (A2.1) 
 
Im Weiteren soll der Tensor vierter Stufe 
)4(
l  gleichen Symmetriebedingungen wie der 
Materialtensor 
)4(
M  genügen. 
 


































wird das Ergebnis 
 
 
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) 22212211
)4(











sb =                   
 
hat die Norm  
 
 1=klb                (A2.3) 
 
Bei Bezugnahme auf (7.20) sowie unter Berücksichtigung von (A2.1) entsteht die Relation 
 
 
( )( ) ( )( )klklijijklijklij bllbblb 21=             (A2.4) 
 
Wird die SCHWARZsche Ungleichung für Tensoren zweiter Stufe [11] 
 
( ) ( ) ( )









             (A2.5) 
 
verwendet, resultiert aus (A2.4), (A2.5), (A2.3) und (A2.2) der Zusammenhang 
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( ) ( ) ( ) ( )
ijklijklklijklklijijklijklij llllbllbblb ==≤ 2121           (A2.6) 
 




<=•= ijklijkl lllll  
 
folgt unter Beachtung von (A2.6) und (A2.3) 
 
 0>− klijklijijij blbbb              (A2.7) 
 
Nach Multiplikation von (A2.7) mit mnmn ss  und dem Austausch ijklijkl Ml →  entsteht die 
Ungleichung (7.20) 
 
0>− mnklmnklklkl sMsss  
 
Wie gezeigt werden konnte, ist (7.20) mit 1<klmnM  erfüllt. 
 
 
 
 
 
